
次の各問に答えよ．(2) は空欄にあてはまる数または式を解答欄に記入せよ．

(1) 数列 {an} が

an = 1
(2n− 1)(2n+ 1)

(n = 1, 2, 3, · · ·)

で与えられている．このとき，和 Sn = a1 + a2 + · · ·+ an を求めよ．また，Sn

は

Sn − Sn−1 = (1− 2Sn−1)(1− 2Sn) (n = 2, 3, · · ·)

を満たすことを示せ．

(2) 数列 {bn} の和 Tn = b1 + b2 + · · ·+ bn が

(∗) Tn − Tn−1 = (1− 2Tn−1)(1− 2Tn) (n = 2, 3, · · ·)

を満たしている．もし，T1 = 1
2
ならば，(∗) で n = 2 ととれば，T2 = T1 = 1

2

となる．同様に，(∗) で n = 3, 4, · · · ととれば，Tn = 1
2

(n = 3, 4, · · ·) と

なる．

いま，Tn \= 1
2

(n = 1, 2, 3, · · ·) とする．このとき，Un = 1− 2Tn とおく

と，Un は漸化式 (ア) を満たす．よって， 1
U1

= c ( \= 0) とおけば，Un は n

と c を用いて，Un = (イ) と表せる．これより， b1 = (ウ) , bn = (エ)

が得られ，bn が (1) の an と一致するのは c = (オ) のときである．
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(1) Sn = n
2n+ 1

，証明は略．

(2)
(ア)

1
Un

− 1
Un−1

= 2

(イ)

1
2n+ c− 2

(ウ)

1
2

(
1− 1

c

) (エ)

1
(2n+ c− 4)(2n+ c− 2)

(オ)

3

解答は次のページにあります．



【チェック・チェック】

(1)の Sn =
n∑

k=1

ak の計算では
n∑

k=1

(階差)と変形します．この変形は大切です．

(2)は 2つ数列の和についてある等式が成り立つとします．このとき，2つの数列が一致する

ための条件は何か？を求めています (初項が一致することが必要ですね)．

【解答】

(1) an = 1
(2n− 1)(2n+ 1)

より

Sn = a1 + a2 + · · ·+ an

=

n∑
k=1

1
2

(
1

2k − 1
− 1

2k + 1

)
= 1

2

(
1− 1

2n+ 1

)
←−

∑
(階差)の形に分解

する．
= n

2n + 1
…… 1⃝ ……（答）

次に，Sn は

Sn − Sn−1 = (1− 2Sn−1)(1− 2Sn) (n = 2) …… 2⃝

を満たすことを示す．n = 2 のとき

(左辺) = Sn − Sn−1 = an

一方， 1⃝より

(右辺) = (1− 2Sn−1)(1− 2Sn)

=
{
1− 2 · n− 1

2n− 1

}(
1− 2 · n

2n+ 1

)
←− 右辺も an で表して

みようと考える．

= 1
2n− 1

· 1
2n+ 1

= an

∴ (左辺) = (右辺)

であり，Sn は 2⃝を満たす． …… (証明終わり)

(2) 数列 {bn} の和 Tn = b1 + b2 + · · ·+ bn が

(∗) Tn − Tn−1 = (1− 2Tn−1)(1− 2Tn) (n = 2, 3, · · ·)
を満たしている．

Tn \= 1
2

(n = 1, 2, 3, · · ·) のとき，Un = 1− 2Tn ( \= 0) とお

くと

(∗) ⇐⇒ 1
2
(1− Un)− 1

2
(1− Un−1) = Un−1Un ←− Tn で表された式を

Un を用いた式に直
す．⇐⇒ − 1

2
(Un − Un−1) = Un−1Un

両辺を Un−1Un( \= 0) で割ると，

− 1
2

(
1

Un−1
− 1

Un

)
= 1

したがって，Un は漸化式

1
Un

= 1
Un−1

+ 2

(ア)

……（答）

を満たす．
1
U1

= c ( \= 0) とおけば，
{

1
Un

}
は初項 c，公差 2 の等差数

列であるから

1
Un

= c+ 2(n− 1) = 2n+ c− 2 ←− 等差数列の一般項



よって，Un は n と c を用いて，

Un = 1
2n + c − 2

(イ)

……（答）

と表せる．

U1 = 1− 2T1 = 1− 2b1 より

b1 = 1
2
(1− U1) =

1
2

(
1 − 1

c

)
(ウ)

……（答）

n = 2 のとき，(∗)より

bn = Tn − Tn−1 = (1− 2Tn−1)(1− 2Tn) = Un−1Un

= 1
(2n + c − 4)(2n + c − 2)

(エ)

……（答）

が得られ，bn が (1) の an と一致する条件は
1
2

(
1− 1

c

)
= 1

3
…… 3⃝

1
(2n+ c− 4)(2n+ c− 2)

= 1
(2n− 1)(2n+ 1)

…… 4⃝

3⃝より，c = 3であり，これは 4⃝を満たす． ←− 3⃝のみでは必要条件
です．十分性も確認
する．

よって，c = 3
(オ)

である． ……（答）


