
自然数 n に対し

In =

∫ 2πn

0

e−x cosx dx, Jn =

∫ 2πn

0

e−x sinx dx

とおく．In と Jn を求め，さらに lim
n→∞

In と lim
n→∞

Jn を求めよ．

(13 広島大 後期 理 (数) 2(2))

In = Jn = 1− e−2πn

2
，

lim
n→∞

In = lim
n→∞

Jn = 1
2



【チェック・チェック】

部分積分の公式は

積分する そのまま

そのまま 微分する

∫
f ′(x)g(x)dx = f(x)g(x)−

∫
f(x)g′(x)dx

でしたね．In, Jn どちらも 2回部分積分すれば元の式に戻ります．

2回の部分積分計算がスムーズにできるようになったら，計算を減らす工夫をしてみましょう．

【解答】

部分積分を繰り返すと ←− チェクリピ 209

In =

∫ 2πn

0

e−x cosx dx

=

[
− e−x cosx

]2πn

0

+

∫ 2πn

0

e−x(− sinx) dx ←− e−x を積分し，cosx
を微分する方向に部
分積分した．
チェクリピ部分積分= −e−2πn + 1−

[
− e−x sinx

]2πn

0

−
∫ 2πn

0

e−x cosx dx

= 1− e−2πn − In

∴ In =
1 − e−2πn

2
……（答）

Jn =

∫ 2πn

0

e−x sinx dx

=

[
− e−x sinx

]2πn

0

+

∫ 2πn

0

e−x cosx dx ←− e−x を積分し，sinx
を微分する方向に部
分積分した．= In

∴ Jn =
1 − e−2πn

2
……（答）

さらに， lim
n→∞

e−2πn = 0 より

lim
n→∞

In = lim
n→∞

Jn = 1
2

……（答）

(別解 1) 部分積分して，In, Jn の関係式をつくる．

In =

∫ 2πn

0

e−x cosx dx

=

[
− e−x cosx

]2πn

0

+

∫ 2πn

0

e−x(− sinx) dx

= −e−2πn + 1− Jn

∴ In + Jn = 1− e−2πn
…… 1⃝

https://dl.dropboxusercontent.com/u/39826611/C%26RIII/3050107_%E6%8C%87%E6%95%B0%E9%96%A2%E6%95%B0%E3%81%AE%E7%A9%8D%E5%88%86.pdf
https://dl.dropboxusercontent.com/u/39826611/C%26RIII/3050103_%E9%83%A8%E5%88%86%E7%A9%8D%E5%88%86.pdf


Jn =

∫ 2πn

0

e−x sinx dx

=

[
− e−x sinx

]2πn

0

+

∫ 2πn

0

e−x cosx dx

= In

∴ In = Jn …… 2⃝
1⃝， 2⃝ より

In = Jn = 1− e−2πn

2
……（答）

以下，解答と同じ．

(別解 2) e−x cosx, e−x sinx の原始関数をつくる．

(e−x cosx)′ = −e−x cosx− e−x sinx …… 3⃝

(e−x sinx)′ = −e−x sinx+ e−x cosx …… 4⃝

4⃝− 3⃝ より 2e−x cosx = {e−x(sinx− cosx)}′

4⃝+ 3⃝ より −2e−x sinx = {e−x(sinx+ cosx)}′

C を積分定数とすると∫
e−x cosx dx = e−x

2
(sinx− cosx) + C∫

e−x sinx dx = − e−x

2
(sinx+ cosx) + C

したがって，

In =

[
e−x

2
(sinx− cosx)

]2πn

0

= 1− e−2πn

2

Jn =

[
− e−x

2
(sinx+ cosx)

]2πn

0

= 1− e−2πn

2

以下，解答と同じ．


