
xy 平面上の 3点 A(a, b)，B(−b, a)，C
(
a2 − b2, 4ab

)
を考える．ただし，a, b

はそれぞれ a > 0, b > 0, a + b = 1 を満たす任意の実数である．次の問いに答

えよ．

(1) a, b が条件を満たしながら動くとき，点 C が描く図形を図で示せ．

(2) ∠ACB = θ とおくとき，θ を最小にする a の値を求めよ．

(3) 三角形 ABC の面積を最大にする a の値を求めよ．
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(1) 略

(2) 1
2

(3) 1
2

解答は次のページにあります．



【チェック・チェック】

軌跡の問題は論理が大切です．

「パラメータの存在条件」を正しく扱えるようになりましょう．

【解答】

(1) a, b の条件は

a > 0 …… 1⃝, b > 0 …… 2⃝, a+ b = 1 …… 3⃝
Cの座標を (x, y)とすると

x = a2 − b2 …… 4⃝, y = 4ab …… 5⃝
点 (x, y) が C の軌跡上の点であるための条件は，その点を与え

る実数 a, b が存在すること，すなわち，
{

1⃝, 2⃝, 3⃝, 4⃝, 5⃝
}
を ←− この言い回し「パラ

メータの存在条件」
に慣れよう．

満たす実数 a, bが存在することである．したがって，Cの軌跡を

求めることは
{

1⃝, 2⃝, 3⃝, 4⃝, 5⃝
}
を満たす実数 a, b が存在す

るための x, y の条件を求めることである。
a, b の条件を整理すると{

1⃝, 2⃝, 3⃝, 4⃝, 5⃝
}

⇐⇒



b = 1− a …… 3⃝′

a > 0

1− a > 0

x = a2 − b2 = a2 − (1− a)2 = 2a− 1

y = 4ab = 4a(1− a) = −4a2 + 4a

⇐⇒


b = 1− a …… 3⃝′

0 < a < 1 …… 6⃝
x = 2a− 1 …… 7⃝
y = −4a2 + 4a …… 8⃝{

6⃝, 7⃝, 8⃝
}
を満たす実数 aが存在すれば， 3⃝′ として実数 bが ←− b の存在が保証され

ている．存在するから，
{

6⃝, 7⃝, 8⃝
}
を満たす実数 a が存在するための

x, y の条件を求めれよい．さらに式を変形すると{
6⃝, 7⃝, 8⃝

}

⇐⇒


a = x+ 1

2
…… 7⃝′

0 < x+ 1
2

< 1

y = −4
(
x+ 1
2

)2

+ 4 · x+ 1
2

= −x2 + 1

⇐⇒


a = x+ 1

2
…… 7⃝′

−1 < x < 1 …… 9⃝
y = −x2 + 1 …… 10⃝{

9⃝, 10⃝
}
を満たす x, y であれば実

−1 1

1

x

y

O

y = −x2 + 1数 7⃝′として実数 aが存在するから， ←− a の存在も保証され
た．求める x, y の条件は

{
9⃝, 10⃝

}
，す

なわち

y = −x2+1 かつ −1 < x < 1

である．

よって，点 C が描く図形は右図のようになる． ……（答）



(2) 3⃝′ を用いて，3点 A，B，C の座標を a で表すと

A(a, 1− a), B(a− 1, a), C(2a− 1, −4a2 + 4a)

したがって

−→
CA =

(
a

1− a

)
−

(
2a− 1

−4a2 + 4a

)
=

(
−a+ 1

4a2 − 5a+ 1

)
←− θ = ∠ACB を考え

るので，ベクトルの
始点は C にとる．−→

CB =

(
a− 1
a

)
−

(
2a− 1

−4a2 + 4a

)
=

(
−a

4a2 − 3a

)
−→
CA ·

−→
CB = (−a+ 1)(−a) + (4a2 − 5a+ 1)(4a2 − 3a)

= 16a4 − 32a3 + 20a2 − 4a

= 4a(a− 1)(2a− 1)2

θ = ∠ACBより

cos θ =

−→
CA ·

−→
CB

|
−→
CA||

−→
CB|

=
4a(a− 1)(2a− 1)2

|
−→
CA∥

−→
CB|

0 < a < 1より cos θ 5 0 となるから，θ は cos θ = 0 のとき最小

となる．

このときの a の値は a = 1
2
である． ……（答）

(3) △ABC の面積を S とすると

S = 1
2
|(−a+ 1)(4a2 − 3a)− (−a)(4a2 − 5a+ 1)| ←−

−→
AB=

(
x1

y1

)
，

−→
AC=

(
x2

y2

)
のとき，

△ABC の面積は
1
2
|x1y2 − x2y1|

= 1
2
|2a2 − 2a| = |a(a− 1)| = −a2 + a

= −
(
a− 1

2

)2

+ 1
4

よって，S を最大にする a の値は a = 1
2
である． ……（答）


