
座標平面上で，極方程式

r =
√
cos 2θ

が表す曲線の 0 5 θ 5 π
4
に対応する部分を C とする．

(1) 曲線 C 上の点 P の直交座標 (x, y) を θ の式で表せ．

(2) 曲線 C 上の点 Q の極座標を (r, θ) とする．点 Q における C の接線の傾き

が −1 であるとき θ の値を求めよ．

(3) 曲線 C と x 軸によって囲まれる図形の x =
√
6
4
の部分の面積 S を求めよ．
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(1) (x, y) =
(
cos θ

√
cos 2θ, sin θ

√
cos 2θ

)
(2) θ = π

12

(3) S =

√
3

16



【チェック・チェック】

Oを原点とする直交座標 P(x, y)と，Oを極，x 軸の正の部分を始線とする極座標 P(r, θ)の

関係は 
x = r cos θ

y = r sin θ

r =
√

x2 + y2

です．

Qにおける接線の傾きは Qの座標 (x, y) を θ でパラメータ表示して求めます．

面積は C の方程式を y f(x) の形の表すのはツライので，θ で積分することになります．微

小扇形を利用した面積公式もありますね．

【解答】

(1) r =
√
cos 2θ より

(x, y) = (r cos θ, r sin θ) ←− 極方程式を直交座標
(x, y)の関係式に直
す．= (cos θ

√
cos 2θ, sin θ

√
cos 2θ) ……（答）

(2) 点 Q における C の接線の傾きが −1 であるから

dy
dx

=

dy
dθ
dx
dθ

= −1 …… 1⃝ ←− パラメータ表示され
た関数の微分

dy
dx
は 0 < θ < π

4
の範囲で定義され，(1)より

dx
dθ

= − sin θ ·
√
cos 2θ + cos θ · −2 sin 2θ

2
√
cos 2θ

= − sin θ cos 2θ − cos θ sin 2θ√
cos 2θ

= − sin 3θ√
cos 2θ

dy
dθ

= cos θ ·
√
cos 2θ + sin θ · −2 sin 2θ

2
√
cos 2θ

= cos θ cos 2θ − sin θ sin 2θ√
cos 2θ

= cos 3θ√
cos 2θ

である．0 < θ < π
4
のとき sin 3θ \= 0 であるから

1⃝ ⇐⇒ − cos 3θ
sin 3θ

= −1 …… 1⃝′

1⃝′ より，cos 3θ \= 0 であるから

1⃝′ ⇐⇒ tan 3θ = 1

∴ 3θ = π
4

∴ θ = π
12

……（答）

(3) (2)の dx
dθ

,
dy
dθ

, より x, y の増減は下表となる．



θ 0 · · · π
6

· · · π
4

dx
dθ

(0) − − − (−∞)

x 1

√
6
4

0

dy
dθ

(1) + 0 − (−∞)

y 0

√
2
4

0

lim
θ→+0

dy
dx

= −∞， lim
θ→π

4
−0

dy
dx

= 1 に注意すると C の概形は下図

となる． ←− 面積を求めるときは
図をかく習慣をつけ
よう．

θ = 0
1

θ = π
6

√
6

4

√
2

4

y = x

x

y

O

斜線部分の面積 S は，

S =

∫ 1

√
6

4

y dx =

∫ 0

π
6

sin θ
√
cos 2θ

(
− sin 3θ√

cos 2θ

)
dθ ←− xによる積分を θ に

よる積分にかえる．

=

∫ π
6

0

sin θ sin 3θ dθ

=

∫ π
6

0

1
2
{cos(3θ − θ)− cos(3θ + θ)} dθ ←− 積を和に直す公式

= 1
2

[
1
2
sin 2θ − 1

4
sin 4θ

]π
6

0

= 1
2

(
1
2

·
√
3
2

− 1
4

·
√
3
2

)
=

√
3

16
……（答）

• 半径 OPで中心角が微小角 θ の扇形の面積 S は

S = 1
2
OP2 θ ∴ dS

dθ
= 1

2
OP2

であるから S =

∫
1
2
OP2 dθ である．これを用いると ←− 微小扇形による面積

公式

S =

∫ π
6

0

1
2
r2 dθ − 1

2
·
√
6
4

·
√
2
4

= 1
2

∫ π
6

0

cos 2θ dθ −
√
3

16

= 1
2

[
1
2
sin 2θ

]π
6

0

−
√
3

16

=

√
3
8

−
√
3

16
=

√
3

16



• 曲線
r =

√
cos 2θ (0 5 θ < 2π) は θ が

0 5 θ = π
4
, 3

4
π 5 θ = 5

4
π, 7

4
π 5 θ < 2π ←− cos 2θ = 0

の範囲で定義され，2定点

A

(
− 1√

2
, 0

)
, B

(
1√
2
, 0

)
からの距離の積が

A B

− 1√
2

1√
2

P

y = x

y = −x

−1 1 x

y

O

AP · BP = 1
2

となるような点 P の
軌跡であり，これはレ

ムニスケートとよばれ ←− 連珠形 (れんじゅけ

い) ともいう．ている．


