
三角形 ABC は，3 辺の長さがそれぞれ AB =

B D

C

A

||

||

||

3, BC =
√
13, CA = 4である．辺 BC を共有す

る正三角形 CBD が三角形 ABC の外側にあると

き，
−→
AD =

ホ

マ

−→
AB+

ミ

ム

−→
AC である．

(13 東邦大 医 13)
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解答は次のページにあります．



【チェック・チェック】

正三角形の頂点 Dをどのように捉えるかで解法が決まります．すなわち

• Dは BD = CD = BC(=
√
13)を満たす点である

• Dは BCの中点を通り，BCと垂直な直線上の点である

といった具合です．

【解答】

−→
AD = α

−→
AB+ β

−→
AC とおく．△BCDは 1辺の長さが

√
13の正三 ←− 1 次独立なベクトル

−→
AB，

−→
ACを用いて平

面上のベクトルを表
すことができる．

角形であるから

|
−→
BD| = |

−→
CD| =

√
13

である．

|
−→
BD|2 = |

−→
AD−

−→
AB|2 = |(α− 1)

−→
AB+ β

−→
AC|2

= (α− 1)2|
−→
AB|2 + 2(α− 1)β

−→
AB ·

−→
AC+ β2|

−→
AC|2 ←− 内積

−→
AB ·

−→
AC の値

を求めたい．

ここで，|
−→
BC| =

√
13より

|
−→
AC−

−→
AB|2 = 13

16− 2
−→
AC ·

−→
AB+ 9 = 13

∴
−→
AB ·

−→
AC = 25− 13

2
= 6

であるから

|
−→
BD| =

√
13

⇐⇒ 9(α− 1)2 + 12(α− 1)β + 16β2 = 13 …… 1⃝

同じく，
−→
CD =

−→
AD−

−→
AC = α

−→
AB+ (β − 1)

−→
ACより

|
−→
CD| =

√
13

⇐⇒ 9α2 + 12α(β − 1) + 16(β − 1)2 = 13 …… 2⃝ ←− 1⃝， 2⃝を連立するこ
とにより，α, β の
値を求めることがで
きる．

1⃝− 2⃝より

(−18α+ 9) + (−12β + 12α) + (32β − 16) = 0

− 6α+ 20β = 7

α = 10
3

β − 7
6

…… 3⃝

3⃝を 2⃝に代入すると

9
(
10
3

β − 7
6

)2

+ 12
(
10
3

β − 7
6

)
(β − 1) + 16(β − 1)2 = 13(

100β2 − 70β + 49
4

)
+ 2(20β2 − 27β + 7)

+ 16(β2 − 2β + 1) = 13

156β2 − 156β + 117
4

= 0

16β2 − 16β + 3 = 0

(4β − 1)(4β − 3) = 0

∴ β = 1
4
, 3

4



β = 1
4
のとき, α = 10

3
× 1

4
− 7

6
= − 1

3

β = 3
4
のとき, α = 10

3
× 3

4
− 7

6
= 4

3

正三角形 CBDは三角形 ABCの外側にあるから，α+ β > 1であり ←− 点 D は直線 BC に
関してAと反対側に
ある．(α, β) =

(
4
3
, 3

4

)
である．よって

−→
AD =

ホ

4

3
マ

−→
AB+

ミ

3

4
ム

−→
AC ……（答）

である．

• 辺BCの中点をM，Aから

B D

C

MA

H
√
13

BC におろした垂線の足を
Hとすると，Dは正三角形
BCDの頂点であるから

←−
−→
AH

|
−→
AH|

は
−−→
MD と

平行な単位ベクトル
である．

−→
AD =

−−→
AM+

−−→
MD

=
−−→
AM+

√
13×

√
3
2

−→
AH

|
−→
AH|

=
−−→
AM+

√
39
2

−→
AH

|
−→
AH|

ここで，
−→
AH =

−→
AB+ t

−→
BCとおくことができて，AH ⊥ BC

であるから

−→
AH ·

−→
BC = 0 ←− 垂直 ⇐⇒ (内積) = 0

(
−→
AB+ t

−→
BC) ·

−→
BC = 0

t = −
−→
AB ·

−→
BC

|
−→
BC|2

=

−→
BA ·

−→
BC

13

CA = 4より

|
−→
CA|2 = 42

|
−→
BA−

−→
BC|2 = 16

9− 2
−→
BA ·

−→
BC+ 13 = 16

∴
−→
BA ·

−→
BC = 9− 3

2
= 3

これより t = 3
13
であり，

−→
AH =

−→
AB+ 3

13

−→
BC である．

|
−→
AH|2 = |

−→
AB|2 + 2× 3

13

−→
AB ·

−→
BC+

(
3
13

)2

|
−→
BC|2

△ABH は直角三角形
であるから

|
−→
AH|2 = |

−→
AB|2 − |

−→
BH|2

=32 −
(

3
13

√
13

)2

=
9× 12
13

(
=

62 × 3
13

)= 9 + 2× 3
13

× (−3) + 9
13

= 108
13

= 62 × 3
13



したがって

−→
AD =

−−→
AM+

√
39
2

×
√
13

6
√
3

−→
AH

=

−→
AB+

−→
AC

2
+ 13

12

{−→
AB+ 3

13
(
−→
AC−

−→
AB)

}
=

(
1
2

+ 13
12

− 1
4

)−→
AB+

(
1
2

+ 1
4

)−→
AC

= 4
3

−→
AB+ 3

4

−→
AC


