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2 直線

x cos θ + y sin θ = 6

x sin θ − y cos θ = 8

の交点を P(θ) とおく．このとき，次の問に答えなさい．

(1) θ = π
4
のとき点 P

(
π
4

)
を AとおくとAの座標は

(
ア

√
イ , ウ

√
エ

)
である．

(2) 点 P(θ) の座標 (x, y) を θ で表すと

x = オ cos θ + カ sin θ

y = キ sin θ − ク cos θ

である．

(3) θ が π
4

5 θ 5 3π
4
を動くとき，点 P(θ) の軌跡は中心

(
ケ , コ

)
，半

径 サシ の円の一部 (円弧) を動き，その円弧の長さは ス π である．

(4) 点 P
(
3π
4

)
をB，点P(θ) を P とおく．このときベクトル

−→
PAとベクトル

−→
PB

の内積は

−→
PA ·

−→
PB = セソタ

(
チ −

√
ツ sin θ

)
である．また，θ が π

4
5 θ 5 3π

4
を動くとき，この内積が最小となる点 P の

座標は
(
テ , ト

)
である．

(13 東北薬大 2)

【答】
ア

7

イ

2

ウ

−

エ

2

オ

6

カ

8

キ

6

ク

8

ケ

0

コ

0

サシ

10

ス

5

セソタ

100

チ

1

ツ

2

テ

8

ト

6
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【チェック・チェック】

2直線の交点の座標は 2直線の方程式を連立することにより求まります．

それの (1)は具体例，(2)は一般化となっています．

(3)の軌跡では，「θ の存在条件を x, y で表す」，「cos θ

(
a
b

)
+ sin θ

(
−b
a

)
は円のベクトル方程

式」とみるという手もありますが，P(θ) の x 座標を cos，y 座標を sin に合成するのがよい

でしょう．x2 + y2 を計算すれば原点を中心と円と分りますが，円弧の長さを求めるときに円

周のどの部分になっているのかの説明が欠けます．

(4)では結果式に sin θ が現れることに注意すると，合成した (3)の式ではなく (2)の式のまま

で内積計算することになります．

【解答】

x cos θ + y sin θ = 6 …… 1⃝
x sin θ − y cos θ = 8 …… 2⃝

(1) θ = π
4
のとき，2直線 1⃝， 2⃝ の交点 Aの座標は{
x+ y = 6

√
2 …… 1⃝′

x− y = 8
√
2 …… 2⃝′ ←− 交点 A は 1⃝′, 2⃝′

の連立解である．

より A
(
7
√
2, −

√
2
)

……（答）

(2) 1⃝， 2⃝ を連立することにより，P(θ) の座標は

←− sin2 θ + cos2 θ = 1
も使う．

(6 cos θ + 8 sin θ, 6 sin θ − 8 cos θ) ……（答）

(3) (2)より

x = 10
(
cos θ · 6

10
+ sin θ · 8

10

)
= 10 cos(θ − α) ←− 円を目指しているの

で，x座標は cos，y
座標は sin に合成す
る．

y = 10
(
sin θ · 6

10
− cos θ · 8

10

)
= 10 sin(θ − α)

ただし, cosα = 3
5
, sinα = 4

5

であるから，点 P(θ) の軌跡は，

中心 (0, 0)，半径 10 の円の一部 ……（答）

であり，θ は π
4

5 θ 5 3π
4
を動くから，軌跡の円弧の長さは

1
4

× 2π · 10 = 5π ……（答）

である．
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(4) Bは P
(
3π
4

)
であり，Bの座標は

(√
2, 7

√
2
)
である．

−→
PA ·

−→
PB

=(
−→
OA−

−→
OP) · (

−→
OB−

−→
OP)

=
−→
OA ·

−→
OB− (

−→
OA+

−→
OB) ·

−→
OP+

−→
OP

2

=0−
(
8
√
2

6
√
2

)
·
(
6 cos θ + 8 sin θ
6 sin θ − 8 cos θ

)
+ 102 ←−

−→
OP は (2) の結果を
利用する

=100(1 −
√
2 sin θ) ……（答）

また，θ は π
4

5 θ 5 3π
4
を動くから，この内積は θ = π

2
の

とき最小となり，このときの点 P の座標は

(8, 6) ……（答）

である．


