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複素数平面上の 3点 A(α), W(w), Z(z)は原点 O(0)と異なり，

α = − 1
2

+

√
3
2

i, w = (1 + α)z + 1 + α

とする．ただし，αは αの共役な複素数とする．2直線OW，OZが垂直であるとき，

次の問に答えよ．

(1) (1 + α)β + 1 + α = 0を満たす複素数 β を求めよ．

(2) |z − α|の値を求めよ．
(3) △OAZが直角三角形になるときの複素数 zを求めよ．

(16 山形大 医・理 6)

【答】

(1) β = 1
2

+

√
3
2

i

(2) |z − α| = 1

(3) z =
−1∓

√
3

2
+

√
3∓ 1
2

i (複号同順)

【解答】

(1) α = − 1
2

+

√
3
2

i = cos 2π
3

+ i sin 2π
3
は 1の虚数立方根であり

α3 = 1, α2 + α+ 1 = 0, α = 1
α

を満たすから，(1 + α)β + (1 + α) = 0を変形すると

(1 + α)β +
(
1 + 1

α

)
= 0

(1 + α)
(
β + 1

α

)
= 0

1 + α \= 0より

β = − 1
α

= −α = 1
2

+

√
3
2

i ……（答）

(2) O(0)，Z(z)，W(w) (z \= 0, w \= 0) は，OZ⊥OWを満たすから

w
z
は純虚数 ⇐⇒ w

z
+

(
w
z

)
= 0 ⇐⇒ wz + wz = 0 …… 1⃝

w = (1 + α)z + 1 + αを代入すると

wz + wz

={(1 + α)z + 1 + α}z + {(1 + α)z + 1 + α}z
={(1 + α)zz + (1 + α)z}+ {(1 + α)zz + (1 + α)z}
=(2 + α+ α)zz + (1 + α)z + (1 + α)z}



2

α2 + α+ 1 = 0, α = 1
α
より α+ 1 + α = 0であるから

wz + wz

=zz − αz − αz

=|z − α|2 − αα

=|z − α|2 − 1

よって

1⃝ ⇐⇒ |z − α|2 − 1 = 0

∴ |z − α| = 1 ……（答）

(3) (2) より，点 Z(z) は点 A(α) を中心とする半径 1 の

A

Z

Z
1

x

y

O

円周上にある．OA = |α| = 1 だから，その円は原点 O

を通る．したがって △OAZが直角三角形のとき{
AO = AZ = 1

∠OAZ = π
2

なる直角二等辺三角形である．
よって，Z は A を O のまわりに ± π

4
回転して，O

を中心に
√
2倍した点である．以下，複号同順とする．

z =
√
2
{
cos

(
± π

4

)
+ i sin

(
± π

4

)}
α

= (1± i)

(
− 1

2
+

√
3
2

i

)
=

−1 ∓
√
3

2
+

√
3 ∓ 1
2

i ……（答）

•
−→
OZ =

−→
OA+

−→
AZと考えると

z = α+ (±i)(−α) = (1∓ i)α (複号同順)

である．


