
1

数列 {an} と {bn} はa1 = b1 = 2,

an+1 =

√
2
4

an −
√
6
4

bn, bn+1 =

√
6
4

an +

√
2
4

bn (n = 1, 2, 3, · · ·)

を満たすものとする．an を実部とし bn を虚部とする複素数を zn で表すとき，次の

問いに答えよ．

(1) zn+1 = wzn を満たす複素数 w と，その絶対値 |w| を求めよ．
(2) 複素数平面上で，点 zn+1 は点 zn をどのように移動した点であるかを答えよ．

(3) 数列 {an} と {bn} の一般項を求めよ．
(4) 複素数平面上の 3点 0, zn, zn+1 を頂点とする三角形の周と内部を黒く塗りつぶ

してできる図形を Tn とする．このとき，複素数平面上で T1, T2, · · · , Tn, · · · に
よって黒く塗りつぶされる領域の面積を求めよ．

(16 金沢大 理工・医薬保健 1)

【答】

(1) w =

√
2
4

+

√
6
4

i，|w| =
√
2
2

(2) 点 zn+1 は点 zn を原点 Oのまわりに π
3
だけ回転して，Oを中心として

√
2
2
倍した点で

ある．

(3) an =

( √
2
2

)n−4

cos
(
n
3

− 1
12

)
π，bn =

( √
2
2

)n−4

sin
(
n
3

− 1
12

)
π

(4)
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【解答】
a1 = b1 = 2

an+1 =

√
2
4

an −
√
6
4

bn

bn+1 =

√
6
4

an +

√
2
4

bn

(1) zn は an を実部とし bn を虚部とする複素数であるから

zn = an + bni

であり，与えられた 2つの漸化式から

zn+1 = an+1 + bn+1i

=

( √
2
4

an −
√
6
4

bn

)
+

( √
6
4

an +

√
2
4

bn

)
i

=

√
2
4

(an + bni) +

√
6
4

(ani− bn)

=

√
2
4

zi +

√
6
4

(izn)

=

( √
2
4

+

√
6
4

i

)
zn
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zn+1 = wzn より

w =
zn+1

zn
=

√
2
4

+

√
6
4

i ……（答）

|w|2 =

( √
2
4

)2

+

( √
6
4

)2

= 1
2
であるから

|w| =
√
2
2

……（答）

(2) w を極形式で表すと

w =

√
2
2

(
1
2

+

√
3
2

i

)
=

√
2
2

(
cos π

3
+ i sin π

3

)
zn+1 = wzn より，点 zn+1 は点 zn を原点Oのまわりに π

3
だけ回転して，Oを中心とし

て
√
2
2
倍した点である． ……（答）

(3) zn+1 = wzn より，ド・モアブルの定理を用いると

zn = wn−1z1

=

( √
2
2

)n−1 {
cos

(n− 1)π

3
+ i sin

(n− 1)π

3

}
× (2 + 2i)

=

( √
2
2

)n−1 {
cos

(n− 1)π

3
+ i sin

(n− 1)π

3

}
× 2

√
2
(
cos π

4
+ i sin π

4

)
=

( √
2
2

)n−4 {
cos

(
(n− 1)π

3
+ π

4

)
+ i sin

(
(n− 1)π

3
+ π

4

)}
=

( √
2
2

)n−4 {
cos

(
n
3

− 1
12

)
π + i sin

(
n
3

− 1
12

)
π
}

よって，{an}, {bn} の一般項は

an =

( √
2
2

)n−4

cos
(
n
3

− 1
12

)
π ……（答）

bn =

( √
2
2

)n−4

sin
(
n
3

− 1
12

)
π ……（答）

(4) (2)より T1, T2, · · · , T6 により黒く塗

z1z2

z3

z4 z5

z6

z7

T1

T2

T3

T4

T5

T6

x

y

O

りつぶされる領域は図の斜線部分となる．
T7 以降はこの領域の中に含まれるから，
T1, T2, · · · , Tn, · · · によって塗りつぶ
される領域は図の斜線部分である．
Oz1 = 2

√
2, Oz2 = 2, ∠z1Oz2 = π

3
であるから，T1 の面積は

1
2

· 2
√
2 · 2 · sin π

3
=

√
6

である．T1, T2, T3, · · · の面積は公比( √
2
2

)2

= 1
2
の等比数列をなすから，



3

求める領域の面積は

T1 + T2 + · · ·+ T6 =

√
6

{
1−

(
1
2

)6
}

1− 1
2

=
63

√
6

32
……（答）


