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複素数 α = 1 +
√
3iについて，次の問いに答えよ．ただし，i2 = −1とする．

( i ) α2， 1
α
の値をそれぞれ a+ bi (a, b は実数)の形で表せ．

(ii) z6 = α6 となる複素数 zのうち，実数でないものをすべて掛けた数を求めよ．
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【答】

( i ) α2 = −2 + 2
√
3i， 1

α
= 1

4
−

√
3
4

i

(ii) 16

【解答】

( i ) α を極形式で表すと

α = 2
(
cos π

3
+ i sin π

3

)
であるから

α2 = 22
(
cos 2π

3
+ i sin 2π

3

)
= −2 + 2

√
3 ……（答）

1
α

= α−1 = 2−1
(
cos− π

3
+ i sin− π

3

)
= 1

4
−

√
3
4

i ……（答）

• それぞれを直接計算すると
α2 = (1 +

√
3i)2 = 1 + 2

√
3i− 3 = −2 + 2

√
3i

1
α

= 1

1 +
√
3i

=
1−

√
3i

(1 +
√
3i)(1−

√
3i)

=
1−

√
3i

1 + 3
= 1

4
−

√
3
4

i

(ii) z = r(cos θ + i sin θ) (r ≧ 0, 0 ≦ θ < 2π) とおく．

α6 = 26
(
cos 6π

3
+ i sin 6π

3

)
= 26

であるから

z6 = α6

r6(cos 6θ + i sin 6θ) = 26(cos 0 + i sin 0)

から

r = 2, θ = kπ
3

(
0 ≦ kπ

3
< 2π

)
すなわち

z = 2
(
cos kπ

3
+ i sin kπ

3

)
(k = 0, 1, 2, 3, 4, 5)

である．このうち実数でないのは

k = 1, 2, 4, 5

の 4個である．これら 4個の z をすべて掛けた数の積は

24
(
cos 1 + 2 + 4 + 5

3
π + i sin 1 + 2 + 4 + 5

3
π
)

=16(cos 4π + i sin 4π)

=16 ……（答）

である．



2

• ζ = cos π
3

+ i sin π
3
とおくと

2

2ζ2ζ2

2ζ3

2ζ4 2ζ5

x

y

O

z = 2
(
cos kπ

3
+ i sin kπ

3

)
(k = 0, 1, 2, 3, 4, 5)

は

2, 2ζ, 2ζ2, 2ζ3, 2ζ4, 2ζ5

と表すことができる．実数でないものをすべて掛けた数の積は

2ζ · 2ζ2 · 2ζ4 · 2ζ5 = 24ζ1+2+4+5 = 16ζ12 = 16

• α6 = 26
(
cos 6π

3
+ i sin 6π

3

)
= 26 であるから

z6 − α6

=z6 − 26

=(z3 + 8)(z3 − 8)

=(z + 2)(z2 − 2z + 4)× (z − 2)(z2 + 2z + 4)

より，z6 − α6 = 0の解は

z = ±2, 1±
√
3i, − 1±

√
3i

である．虚数解すべての積は

(1 +
√
3i)(1−

√
3i)× (−1 +

√
3i)(−1−

√
3i) = 4× 4 = 16


