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複素数に関する次の問いに答えよ．ただし，i は虚数単位とする．

(1) 方程式 z3 = i の 3つの解 z1, z2, z3 を求めよ．ただし，0 ≦ arg z1 < arg z2 <

arg z3 < 2π とする．

(2) 等式 zz + 2(z + z) + 2
√
3i(z − z) + 12 = 0 をみたす点 z 全体が表す図形を求め，

その図形を複素数平面上に図示せよ．

(3) a を正の実数とする．複素数 z0 は z0
3 = ia をみたし，かつ z0 の表す点が (2)

で求めた図形上にあるとする．このとき，a と z0 の値をそれぞれ求めよ．
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【答】

(1) z1 =

√
3
2

+ 1
2
i，z2 = −

√
3
2

+ 1
2
i，z3 = −i

(2) −2 + 2
√
3iを中心とする半径 2の円．図は略．

(3) a = 24
√
3，z0 = −3 +

√
3i

【解答】

(1) z = r(cos θ + i sin θ)(r ≧ 0, 0 ≦ θ < 2π) とおくことができる．このとき

z3 = i ⇐⇒ r3(cos 3θ + i sin 3θ) = cos π
2

+ i sin π
2

⇐⇒

{
r3 = 1

3θ = π
2

+ 2kπ (nは整数)

r ≧ 0, 0 ≦ θ < 2π より
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√
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r = 1, θ = π
6
, 5

6
π, 3

2
π

z3 = i の 3 つの解 z1, z2, z3 は 0 ≦ arg z1 < arg z2 <

arg z3 < 2π を満たすから

z1 = cos π
6

+ i sin π
6

=

√
3
2

+ 1
2
i ……（答）

z2 = cos 5
6
π+i sin 5

6
π = −

√
3
2

+ 1
2
i ……（答）

z3 = cos 3
2
π + i sin 3

2
π = −i ……（答）

(2) 与えられた等式を変形する．

−2

2
√
3
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O

zz + 2(z + z) + 2
√
3i(z − z) + 12 = 0

z(z + 2 + 2
√
3i) + (2− 2

√
3i)z + 12 = 0

α = 2− 2
√
3iとおくと

z(z + α) + αz + 12 = 0

(z + α)(z + α) = αα− 12

|z + α|2 = (4 + 12)− 12

|z + α| = 2

よって，点 z 全体が表す図形は，点 −α = −2 + 2
√
3iを中心とする半径 2の円である．

これを図示すると右図の太線部分となる． ……（答）
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(3) z0 は z0
3 = ia (a > 0)をみたすから(

z0
3
√
a

)3

= i

であり，(1)より
z0
3
√
a

= z1, z2, z3

∴ z0 = 3
√
az1,

3
√
az2,

3
√
az3

さらに，z0 は (2)で求めた図形上を動くから
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2

≦ arg z0 ≦ 5
6
π

であり，この条件をみたすのは 3
√
az2 である．

z0 = 3
√
az2 = 3

√
a
(
cos 5

6
π + i sin 5

6
π
)

= 3
√
a

(
−

√
3
2

+ 1
2
i

)
である．|z0| = 2

√
3より

3
√
a = 2

√
3 ∴ a = (2

√
3)3 = 24

√
3 ……（答）

z0 = 2
√
3

(
−

√
3
2

+ 1
2
i

)
= −3 +

√
3i ……（答）


