
1

方程式 (z − i)4 = − 1
2
+

√
3
2

i の解を，虚部の大きい方から順に z1, z2, z3, z4 と

する．このとき，次の問に答えよ．

(1) 複素数 z1, z2, z3, z4 を求めよ．

(2) 複素数
{
(3−

√
3)

z1
z2

}10

を求めよ．

(3) 実数 s に対して，
|z3 − s|
|z2 − s| が最大になる s の値を求めよ．
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【答】

(1) z1 = − 1
2

+
2 +

√
3

2
i，z2 =

√
3
2

+ 3
2
i，z3 = −

√
3
2

+ 1
2
i，z4 = 1

2
+

2−
√
3

2
i

(2) 32i

(3) s = β =

√
3 +

√
21

3

【解答】

(1) z − i = r(cos θ + i sin θ) (r ≧ 0, 0 ≦ θ < 2π) とおくと

(z − i)4 = − 1
2

+

√
3
2

i

より

r4(cos 4θ + i sin 4θ) = cos 2
3
π + i sin 2

3
π

∴
{
r4 = 1

4θ = 2
3
π + 2kπ (k は整数)

r ≧ 0 だから r = 1

θ = π
6

+ k
2
π であり，0 ≦ θ < 2π の範囲では

θ = π
6
, 4π

6
, 7π

6
, 10π

6

z = cos θ + i(1 + sin θ)を虚部の大きい方から順に並べて

1

z1

z2

z3
z4

π
6

x

y

O

z1 = − 1
2

+
2 +

√
3

2
i,

z2 =

√
3
2

+ 3
2
i,

z3 = −
√
3
2

+ 1
2
i,

z4 = 1
2

+
2 −

√
3

2
i ……（答）



2

(2) (1)より

(3−
√
3)

z1
z2

= (3−
√
3)

−1 + (2 +
√
3)i√

3(1 +
√
3i)

= (
√
3− 1)

{−1 + (2 +
√
3)i}(1−

√
3i)

1 + 3

= (
√
3− 1)

2 + 2
√
3 + (2 + 2

√
3)i

4

= 1 + i

=
√
2
(
cos π

4
+ i sin π

4

)
であり {

(3−
√
3)

z1
z2

}10

= (
√
2)10

(
cos 5

2
π + i sin 5

2
π
)

= 32i ……（答）

(3) (1)より

|z3 − s|2

|z2 − s|2
=

−
√
3
2

− s+ 1
2
i

2

√
3
2

− s+ 3
2
i

2

=
(
√
3 + 2s)2 + 1

(
√
3− 2s)2 + 9

=
s2 +

√
3s+ 1

s2 −
√
3s+ 3

= 1 +
2(
√
3s− 1)

s2 −
√
3s+ 3

f(s) =

√
3s− 1

s2 −
√
3s+ 3

とおき，sで微分すると

f ′(s) =

√
3(s2 −

√
3s+ 3)− (

√
3s− 1)(2s−

√
3)

(s2 −
√
3s+ 3)2

=
−
√
3s2 + 2s+ 2

√
3

(s2 −
√
3s+ 3)2

だから，f ′(s) = 0 の解 s =
1±

√
7√

3
を α, β (α < β) とおくと，f(s) の増減表は右のよう

になる．

s · · · α · · · β · · ·

f ′(s) − 0 + 0 −

f(s)

また， lim
s→±∞

f(s) = lim
s→±∞

 √
3− 1

s

s−
√
3 + 3

s

 = 0より，f(s) は s = β =

√
3 +

√
21

3
で極

大かつ最大となる．

よって，
|z3 − s|
|z2 − s| が最大になる s の値は

√
3 +

√
21

3
……（答）


