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(1) 0 でない複素数 zの極形式を z = r(cos θ + i sin θ) とする．このとき，z + 1
z
の

実部と虚部を r と θ を用いてそれぞれ表せ．ただし，i は虚数単位とする．

(2) z を実数ではない複素数とする．z + 1
z
が実数であるとき，|z| = 1 となること

を示せ．

(3) z を実数ではない複素数とする． z2 − 2z + 2
z − 1

が実数であるとき，zz− z− z = 0

となることを示せ．ここで，z は zに共役な複素数を表す．
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【答】

(1) 実部
(
r + 1

r

)
cos θ, 虚部

(
r − 1

r

)
sin θ

(2) 略
(3) 略

【解答】

(1) z = r(cos θ + i sin θ) \= 0のとき

z + 1
z

= r(cos θ + i sin θ) + r−1{cos(−θ) + i sin(−θ)}

= r(cos θ + i sin θ) + 1
r
(cos θ − i sin θ)

=
(
r + 1

r

)
cos θ + i

(
r − 1

r

)
sin θ

よって

実部
(
r + 1

r

)
cos θ, 虚部

(
r − 1

r

)
sin θ ……（答）

(2) z は z = r(cos θ+ i sin θ) (r ≧ 0, 0 ≦ θ < 2π) とおくことができ，z は実数でない複素数
であるから

r > 0 かつ sin θ \= 0 …… 1⃝
(1)の結果より

z + 1
z
が実数である ⇐⇒

(
r − 1

r

)
sin θ = 0

1⃝より

r − 1
r

= 0 ∴ r = 1(> 0)

よって，|z| = 1 である． …… (証明終わり)

(3) z は実数でない複素数より

z = r(cos θ + i sin θ) ( 1⃝ かつ 0 ≦ θ < 2π)

とおくことができる．

z2 − 2z + 2
z − 1

= z − 1 + 1
z − 1

z は実数でない複素数であるから，z − 1 = (r cos θ − 1) + ir sin θ も実数でない複素数であ
る．(2)の結果より

|z − 1| = 1
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である．これより

(r cos θ − 1)2 + (r sin θ)2 = 1

r2 − 2r cos θ = 0

∴ r = 2 cos θ(> 0)

このとき

zz − z − z = |z|2 − (z + z)

= r2 − 2r cos θ

= r(r − 2 cos θ)

= 0 …… (証明終わり)


