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3つの複素数 α, β, z は次の関係式

α+ β = z, αβ = iz, αβ \= 0

を満たしているとする．ただし，i は虚数単位，zは z の共役な複素数とする．この

とき α
β
が実数であるような z の条件を求め，そのような z の集合を複素数平面上

に図示せよ．
(17 早稲田大 教育 2)

【答】 略

【解答】
与えられた条件は

α+ β = z …… 1⃝
αβ = iz …… 2⃝
αβ \= 0 …… 3⃝
α
β

= k (k は実数) …… 4⃝

であり，「 1⃝かつ 2⃝かつ 3⃝かつ 4⃝」を満たす α, β, k が存在するような z の集合を求める．

「 1⃝かつ 2⃝かつ 3⃝かつ 4⃝」…… (∗)

⇐⇒


αβ \= 0 …… 3⃝
α = kβ (k は実数) …… 4⃝′

(k + 1)β = z …… 5⃝
kβ2 = iz …… 6⃝

5⃝において k + 1 = 0とすると，z = 0である．このとき 6⃝は

−β2 = 0 ∴ β = 0

これは 3⃝に反する．したがって，k + 1 \= 0である．(∗)をさらに変形すると

(∗) ⇐⇒



αβ \= 0 …… 3⃝
α = kβ (k は実数) …… 4⃝′

β = z
k + 1

…… 5⃝′

k
(

z
k + 1

)2

= iz …… 7⃝

3⃝， 5⃝′ より z \= 0であるから

(∗) ⇐⇒



αβ \= 0 …… 3⃝
α = kβ (k は実数) …… 4⃝′

β = z
k + 1

…… 5⃝′

k
(k + 1)2

= i z
z2

…… 7⃝′

7⃝′ を満たす実数 kが存在するとき z \= 0であり， 3⃝， 4⃝′， 5⃝′ を満たす α, β, kは存在す
るから， 7⃝′ を満たす実数 k が存在するような z の集合が求める集合である．
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z = r(cos θ + i sin θ) (r > 0, 0 ≦ θ < 2π)とおくと

i z
z2

= i
r(cos θ − i sin θ)

r2(cos 2θ + i sin 2θ)

= i
r
{cos(−θ)− i sin(−θ)} · (cos 2θ + i sin 2θ)−1

= i
r
{cos(−θ)− i sin(−θ)} · {cos(−2θ) + i sin(−2θ)}

= i
r
{cos(−3θ) + i sin(−3θ)}

= sin 3θ
r

+ i cos 3θ
r

であり

7⃝′ ⇐⇒


sin 3θ
r

= k
(k + 1)2

cos 3θ
r

= 0

cos 3θ = 0 (0 ≦ θ < 6π)のとき sin 3θ = ±1である．

( i )

{
cos 3θ = 0

sin 3θ = 1
すなわち θ = π

6
, 5π

6
, 3π

2
のとき

7⃝′ ⇐⇒ 1
r

= k
(k + 1)2

⇐⇒ (k + 1)2 = rk

∴ k2 − (r − 2)k + 1 = 0

これを満たす実数 k が存在する条件は (判別式) ≧ 0である．

(判別式) = (r − 2)2 − 4 = r(r − 4)

r > 0より r ≧ 4

(ii)

{
cos 3θ = 0

sin 3θ = −1
すなわち θ = π

2
, 7π

6
, 11π

6
のとき

7⃝′ ⇐⇒ −1
r

= k
(k + 1)2

⇐⇒ k2 + (r + 2)k + 1 = 0

これを満たす実数 k が存在する条件は (判別式) ≧ 0である．

(判別式) = (r + 2)2 − 4 = r(r + 4)

r > 0より r > 0

以上より，求める z の条件は

arg z = π
6
, 5

6
π, 3

2
π かつ |z| ≧ 4

または

arg z = π
2
, 7

6
π, 11

6
π かつ |z| > 0

であり，z の集合を図示すると次のようになる．
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• ( i )，(ii)の r の範囲は微分を利用して求めることもできる．

( i ) θ = π
6
, 5π

6
, 3π

2
のとき

7⃝′ ⇐⇒ 1
r

= k
(k + 1)2

r > 0より k > 0であるから

2

1

4

−2 k

r

O

r =
(k + 1)2

k
= 2 + k + 1

k

dr
dk

= 1− 1
k2 =

(k + 1)(k − 1)

k2

k (0) · · · 1 · · ·
dr
dk

− 0 +

r 4

lim
k→0+0

r = ∞， lim
k→∞

r = ∞ であり，r のと

り得る値の範囲は

r ≧ 4

である．

(ii) θ = π
2
, 7π

6
, 11π

6
のとき

7⃝′ ⇐⇒ −1
r

= k
(k + 1)2

r > 0より k < 0であるから
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−1

−2

−2 k

r

O

r = − (k + 1)2

k
= −2− k − 1

k
(k \= −1)

dr
dk

= −1 + 1
k2 =

−(k + 1)(k − 1)

k2

k · · · (−1) · · · (0)

dr
dk

− (0) +

r (0)

lim
k→−∞

r = ∞， lim
k→0−0

r = ∞であり，rのとり得る値

の範囲は

r > 0

である．


