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複素数平面上の 3点 A(α), B(β), C(γ) は正三角形 ABCをなし，αβγ = −1 をみ

たしている．△ABC の重心 D(δ)が実軸上にあり δ > −1であるとき，次の問いに答

えよ．ただし，複素数平面上で複素数 z を表す点 P を P(z) と書く．

(1) △ABC の外接円の半径 ℓ を δ の式で表せ．

(2) α, β, γ を δ の式でそれぞれ表せ．ただし，−π ≦ argα < arg β < arg γ < π と

する．ここで arg z は複素数 z の偏角を表す．
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【答】

(1) ℓ = 3
√
1 + δ3

(2) α = δ− 3
√
1 + δ3, β = δ+

3
√
1 + δ3

2
−

√
3 3
√
1 + δ3

2
i, γ = δ+

3
√
1 + δ3

2
+

√
3 3
√
1 + δ3

2
i

【解答】

(1) 正三角形 ABCは反時計回り，時計回りの 2通りが考えられる．

A(α)

B(β)

C(γ)

D(δ)

A(α)

B(β)

C(γ)
D(δ)

正三角形の外心は重心と一致するから，
−→
DAを Dのまわりに 2π

3
， 4π

3
回転させると

−→
DB，

−→
DC (または

−→
DC，

−→
DB)が得られる．

ω = cos 2π
3

+ i sin 2π
3
，z = α− δ とおくと，β − δ, γ − δ は

zω, zω2 (または zω2, zω)

であるから，3点 A，B，Cは

z + δ, zω + δ, zω2 + δ (または z + δ, zω2 + δ, zω + δ)

と表される．

ω3 = 1, ω2 + ω + 1 = 0

に注意すると

αβγ = (z + δ)(zω + δ)(zω2 + δ)

= δ3 + (z + zω + zω2)δ2 + (z · zω + zω · zω2 + zω2 · z)δ + z · zω · zω2

= δ3 + 0 · zδ2 + 0 · ωz2δ + 1 · z3

= δ3 + z3
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であるから

αβγ = −1 ⇐⇒ δ3 + z3 = −1

∴ z3 = −1− δ3

△ABCの外接円の半径 ℓは |z|である．δ は実数で δ > −1を満たすから，−1− δ3 < 0で
ある．よって

ℓ = |z| = 3
√

1 + δ3 ……（答）

である．
(2) z は z3 = −l3 の解であり

(z + l)(z2 − lz + l2) = 0

∴ z = −l,
l ±

√
l2 − 4l2

2

= −l,
1±

√
3i

2
l

= −l, −ωl, −ω2l

Aは z + δ と表され，B，Cは zω + δ, zω2 + δ (または zω2 + δ, zω + δ)である．

z + δ, zω + δ, zω2 + δ の値は

z = −lのとき，順に −l + δ, − ωl + δ, − ω2l + δ

z = −ωlのとき，順に −ωl + δ, − ω2l + δ, − l + δ

z = −ω2lのとき，順に −ω2l + δ, − l + δ, − ωl + δ

いずれのときも 3点表す複素数は

−l + δ, −ωl + δ, −ω2l + δ

である．−l, −ωl, −ω2lは左図の 3点であり，δだけ平行移動すると，題意の 3点を得る．
−l + δ = − 3

√
1 + δ3 + δ < 0に注意すると，題意の 3点は右図の位置にある．
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−ω2l
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y

O

−π ≦ argα < arg β < arg γ < π より

α = −l + δ, β = −ωl + δ, γ = −ω2l + δ

である．よって，α, β, γ を δ の式でそれぞれ表すと

α = δ − 3
√

1 + δ3, β = δ − −1 +
√
3i

2
3
√

1 + δ3, γ = δ − −1−
√
3i

2
3
√

1 + δ3

すなわち

α = δ − 3
√

1 + δ3, ……（答）

β = δ +
3
√
1 + δ3

2
−

√
3 3
√
1 + δ3

2
i, ……（答）

γ = δ +
3
√
1 + δ3

2
+

√
3 3
√
1 + δ3

2
i ……（答）
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である．

• 下図いずれのときも
A

B C

A

C B

△ABCが正三角形である条件は

γ − α
β − α

=
α− β
γ − β

⇐⇒ (γ − α)(γ − β) = (α− β)(β − α)

⇐⇒ α2 + β2 + γ2 − αβ − βγ − γα = 0

⇐⇒ (α+ β + γ)2 − 3(αβ + βγ + γα) = 0 …… ア⃝

δ =
α+ β + γ

3
より，α+ β + γ = 3δ …… イ⃝であり

ア⃝ ⇐⇒ αβ + βγ + γα =
(α+ β + γ)2

3
= 3δ2 …… ウ⃝

また，αβγ = −1 …… エ⃝でもある． イ⃝， ウ⃝， エ⃝より，α, β, γ は 3次方程式

t3 − 3δt2 + 3δ2t+ 1 = 0

∴ (t− δ)3 = −1− δ3

の解である．
正三角形の重心は外心でもあるから，ℓ = |t − δ|である．δ > −1より −1 − δ3 < 0

であることに注意すると

ℓ =
3
√

1 + δ3

である．このとき，3点を表す複素数は

(t− δ)3 = −ℓ3

の解

t = −l + δ, −ωl + δ, −ω2l + δ

ただし, ω = cos 2π
3

+ i sin 2π
3

=
−1 +

√
3 i

2

である．これ以後は (2)の後半と同じである．


