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n を自然数とする．

(1) 二項定理を用いて (z+ z−1)2n を展開せよ．ただし，z は 0 でない複素数とする．

(2) z = cos θ + i sin θ とおき，(1) の展開式を用いて，等式

(2 cos θ)2n =2nC0 cos(2nθ) + 2nC1 cos(2(n− 1)θ) + · · ·
+ 2nCk cos(2(n− k)θ) + · · ·+ 2nC2n cos(−2nθ)

が成り立つことを示せ．ただし，i は虚数単位である．

(3) 次の等式を示せ．∫ π
2

0

(cos θ)2n dθ =
(2n)!π

22n+1(n!)2
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【答】

(1) (z + z−1)2n = 2nC0z
2n + 2nC1z

2(n−1) + · · ·+ 2nCkz
2(n−k) + · · ·+ 2nC2nz

−2n

(2) 略
(3) 略

【解答】

(1) 二項定理を用いて展開すると

(z + z−1)2n

=
2n∑
k=0

2nCkz
2n−k(z−1)k

=
2n∑
k=0

2nCkz
2(n−k)

= 2nC0z
2n + 2nC1z

2(n−1) + · · · + 2nCkz
2(n−k) + · · · + 2nC2nz

−2n ……（答）

である．
(2) z = cos θ + i sin θ のとき，ド・モアブルの定理より，(1) の展開式は

（左辺）= {(cos θ + i sin θ) + (cos(−θ) + i sin(−θ))}2n

= {(cos θ + i sin θ) + (cos θ − i sin θ)}2n

= (2 cos θ)2n

（右辺）=
2n∑
k=0

2nCk{cos(2(n− k)θ) + i sin(2(n− k)θ)}

=
2n∑
k=0

2nCk cos(2(n− k)θ) + i
2n∑
k=0

2nCk sin(2(n− k)θ)

となる．左辺と右辺の実部を比較すると

(2 cos θ)2n =
2n∑
k=0

2nCk cos(2(n− k)θ)

= 2nC0 cos(2nθ) + 2nC1 cos(2(n− 1)θ) + · · ·
+ 2nCk cos(2(n− k)θ) + · · ·+ 2nC2n cos(−2nθ)

が成り立つ． …… (証明終わり)
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• 虚部の
2n∑
k=0

2nCk sin(2(n− k)θ)が 0であることを確認しておく．

2nCk = 2nC2n−k であることより
2n∑
k=0

2nCk sin(2(n− k)θ)

=
n−1∑
k=0

2nCk{sin(2(n− k)θ) + sin(2(n− (2n− k))θ)}+ 2nCn sin(2(n− n)θ)

=
n−1∑
k=0

2nCk{sin(2(n− k)θ)− sin(2(n− k)θ))}+ 0

= 0

(3) (2)の等式は

(cos θ)2n = 1
22n

2n∑
k=0

2nCk cos(2(n− k)θ)

と変形される．両辺を θ = 0 から θ = π
2
まで積分すると∫ π

2

0

(cos θ)2n dθ = 1
22n

∫ π
2

0

(
2n∑
k=0

2nCk cos(2(n− k)θ)

)
dθ

= 1
22n

2n∑
k=0

(
2nCk

∫ π
2

0

cos(2(n− k)θ) dθ

)
となる．
k \= n のとき∫ π

2

0

cos(2(n− k)θ) dθ =

[
sin(2(n− k)θ)

2(n− k)

]π
2

0

= 0

k = n のとき∫ π
2

0

cos(2(n− k)θ) dθ =

∫ π
2

0

dθ =
[
θ
]π

2

0
= π

2

であるから ∫ π
2

0

(cos θ)2n dθ = 1
22n

· 2nCn · π
2

= 1
22n

· (2n)!

n!n!
· π
2

=
(2n)!π

22n+1(n!)2

が成り立つ． …… (証明終わり)

• θ = π
2

− tとおくと

dθ = −dt
θ 0 −→ π

2

t π
2

−→ 0

であるから∫ π
2

0

(cos θ)2n dθ =

∫ 0

π
2

(
cos

(
π
2

− t
))2n

(−1) dt

=

∫ π
2

0

(sin t)2n dt =

∫ π
2

0

(sin θ)2n dθ

すなわち∫ π
2

0

(sin θ)2n dθ =

∫ π
2

0

(cos θ)2n dθ =
(2n)!π

22n+1(n!)2

が成り立つ．


