
p = 0, q = 0 に対して，定積分 I(p, q) を次のように定める．

I(p, q) =

∫ 1

0

xp(1− x)q dx

(1) I(p, 0) = ア である．q > 0 のとき，I(p, q) に対し，部分積分法を 1回用

いると

I(p, q) = イ I
(
p+ 1, ウ

)
を得る．この関係式より，m, nを自然数とすると

I(m, n) =
エ

(m+ n+ 1)!

が得られる．

(注： エ には，I を用いないm, nの式を入れよ．)

(2) 3次関数 y = f(x) のグラフが，x 軸と 2つの共有点 (α, 0)，(β, 0) (α <

β, αβ \= 0) をもち，x = β で x 軸に接するとする．この 3次関数 f(x) につ

いて，f(0) = 2αβ2 であるとき，f(x) の最高次の係数は オ である．このと

き，この 3次関数のグラフと x 軸で囲まれた図形の面積 S を I(1, 2) を用いて

表すと

S = カ I(1, 2)

となる．特に S = 3
8
のとき，β − α = キ である．

(注： カ には，積分記号を含まない α, β の式を入れよ． キ には，数を入

れよ．)

(3) 最高次の係数が 1である 6次関数 y = g(x) について，方程式 g(x) = 0が

x = α のとき 2重解，x = β のとき 4重解をもつとする．ただし，α < β とす

る．このとき，曲線 y = g(x)と x軸で囲まれた図形の面積は ク である．
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【チェック・チェック】

(1)はベータ関数と呼ばれるもので，部分積分の練習問題として手ごろで，どの参考書にも

載っていると思います．

さらに，(2)(3)が加わり，置換積分も必要になってきます．区間 α 5 x 5 β の変数 xを区

間 0 5 x 5 1の変数 tに置き換えるのですから，幅 x− αと β − αの比を考えて

t = x− α
β − α

とおけばよいですね．



【解答】

I(p, q) =

∫ 1

0

xp(1− x)q dx (p = 0, q = 0)

(1) I(p, 0) =

∫ 1

0

xp dx =

[
xp+1

p+ 1

]1

0

= 1
p+ 1

…… 1⃝

…… (アの答)

←− pは 0以上の実数で

ある．

である．

q > 0のとき，部分積分法を 1回行うと

I(p, q)

=

[
xp+1

p+ 1
(1− x)q

]1

0

−
∫ 1

0

xp+1

p+ 1
· q(1− x)q−1(−1) dx ←− 解答欄にあうように

xp を積分し，
(1−x)q を微分する
ように部分積分する．
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=
q

p+ 1

∫ 1

0

xp+1(1− x)q−1 dx

←− I(p, q) についての
漸化式が得られた．

=
q

p+ 1
I
(
p+ 1, q − 1

)
…… (イ，ウの答)

を得る．この関係式を繰り返し用いると，m, nが自然数のとき

I(m, n) = n
m+ 1

I(m+ 1, n− 1)

= n
m+ 1

· n− 1
m+ 2

I(m+ 2, n− 2)

= · · ·

= n
m+ 1

· n− 1
m+ 2

· n− 2
m+ 3

· · ·

· · · 2
m+ n− 1

· 1
m+ n

I(m+ n, 0)

= n!m!
(m+ n)!

1
m+ n+ 1

(∵ 1⃝)

←− キレイな結果ですね．=
m!n!

(m+ n+ 1)!
…… 2⃝ …… (エの答)

が得られる．

(2) 3次関数 y = f(x) のグラフが，x 軸と 2つの共有点 (α, 0)，

(β, 0) (α < β) をもち，x = β で x 軸に接するとすることより

f(x) = a(x− α)(x− β)2 (a \= 0) ←− 「接する」
⇐⇒「重解をもつ」

とおける．条件 f(0) = 2αβ2 より

−aαβ2 = 2αβ2

であるから，αβ \= 0 より，最高次の係数 aは

a = −2 …… (オの答)

である．

このとき，この 3次関数の

y = f(x)

x
α β

S

グラフと x 軸で囲まれた図
形の面積 S は

S = −
∫ β

α

f(x) dx

= 2

∫ β

α

(x− α)(x− β)2 dx

= 2

∫ β

α

(x− α)(β − x)2 dx

https://dl.dropboxusercontent.com/u/39826611/C%26RIII/3050111_%E5%AE%9A%E7%A9%8D%E5%88%86%E3%81%A8%E6%BC%B8%E5%8C%96%E5%BC%8F.pdf


t = x− α
β − α

と置換すると，x− α = (β − α)tより ←− (1) の積分が現れる

ように変数変換しま
す．この置き換えが
この問題の華 (はな)

ですね．
dx = (β − α)dt

x α −→ β

t 0 −→ 1

であるから

S = 2

∫ 1

0

(β − α)t{β − α− (β − α)t}2 · (β − α)dt

= 2(β − α)4
∫ 1

0

t(1− t)2 dt ←− (1)の積分が現れた．

= 2(β − α)4 I(1, 2) …… (カの答)

= 2(β − α)4 · 1! 2!
(1 + 2 + 1)!

(∵ 2⃝)

=
(β − α)4

6

となる．

特に，S = 3
8
のとき

(β − α)4

6
= 3

8
∴ (β − α)4 = 9

4

β − α > 0 より

β − α =

√
3
2

=

√
6
2

…… (キの答)

である．

(3) 最高次の係数が 1である 6次関数 y = g(x) について，方程式

g(x) = 0が x = α のとき 2重解，x = β のとき 4重解 (α < β)

をもつから

g(x) = (x− α)2(x− β)4 ←− 「2重解」，「4重解」
をもつ．

y = g(x)

xα β

T

とおける．このとき，曲線

y = g(x) と x 軸で囲まれ

た図形の面積 T は

T =

∫ β

α

g(x) dx

=

∫ β

α

(x− α)2(β − x)4 dx ←− (1)の利用を考える．

= (β − α)7
∫ 1

0

t2(1− t)4 dt(
(2)と同じく, t = x− α

β − α
とおいた

)
= (β − α)7I(2, 4)

= (β − α)7 · 2! 4!
(2 + 4 + 1)!

=
(β − α)7

105
…… (クの答)

である．


