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座標平面上の 3点 P(x, y) (x > 0, y > 0)，A(a, 0) (a > 0)，B(0, b) (b > 0) は，

PA = PB = 1 をみたすものとする．O を原点とし，線分 OA，AP，PB，BO で囲

まれた図形の面積を S とする．次の問いに答えよ．

(1) ∠APBを固定して 3点 P, A, Bを動かす．S が最大となるとき，x = y かつ a = b

であることを示せ．

(2) ∠APB を固定せず，条件 x = y かつ a = b のもとで 3点 P, A, B を動かす．こ

のとき，S の最大値を求めよ．
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【答】

(1) 略

(2)

√
2 + 1
2

【解答】
S が最大となるときを考えるので，Pは直線 ABに関して Oと反対側にあるとしてよい．

(1) S = △OAB+△PAB
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∠APBが一定のとき，△PABは一定である．
また，ABも一定である．∠OAB = αとすると

△OAB = 1
2
OA ·OB

= 1
2
ABcosα ·ABsinα

= 1
4
AB2 sin 2α

0 < α < π
2
より，0 < 2α < π であり，2α = π

2

すなわち α = π
4
のとき S は最大となる．

このとき

a = OA = ABcos π
4

=

√
2
2

AB

b = OB = ABsin π
4

=

√
2
2

AB

∴ a = b

P(x, y)は線分 ABの二等分線上の点であり，A(a, 0)，B(0, b)であるから

PA2 = PB2 ⇐⇒ (x− a)2 + y2 = x2 + (y − a)2

∴ −2ax = −2ay

a \= 0より

x = y

である． …… (証明終わり)
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• 相加平均・相乗平均の関係を用いることもできる．
AB =

√
a2 + b2 が一定という条件のもとで

△OAB = 1
2
OA ·OB = 1

2
ab

が最大となるときの a, bについて調べる．

a2 + b2

2
≧

√
a2b2 = ab (∵ a > 0, b > 0)

であり，等号は a = bのとき成り立つ．すなわち△OABは a = bのとき最大となる．
以下，解答と同じである．

(2) x = y かつ a = b のとき，α = π
4
である．このとき

S = △OAB+△PAB

= 1
4
AB2 sin

(
2 · π

4

)
+△PAB

= 1
4
AB2 +△PAB

∠APB = θ とすると

S = 1
4
(12 + 12 − 2 · 1 · 1 · cos θ) + 1

2
· 12 · sin θ

= 1
2
(sin θ − cos θ) + 1

2

=

√
2
2

sin
(
θ − π

4

)
+ 1

2

0 < θ < π より，− π
4

< θ − π
4

< 3
4
π であり，θ − π

4
= π

2
，すなわち θ = 3

4
π のとき，

S は最大となる．
よって，求める最大値は

√
2 + 1
2

……（答）

である．


