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次の 2つの円

x2 + y2 = 1 …… 1⃝

x2 + y2 − 2kx+ 3k = 0 …… 2⃝

について，次の問に答えよ．ただし，kは定数とする．

(1) 2⃝が円の方程式を表すための kの値の範囲を求めよ．

(2) さらに，円 1⃝， 2⃝ が異なる 2つの共有点をもつとき，kの値の範囲を求めよ．

(3) k = 4のとき，円 1⃝， 2⃝ の共通接線の方程式をすべて求めよ．
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【答】

(1) k < 0 または k > 3

(2) −1 < k < − 1
5

(3) y = ± 1√
15

(x+ 4)，y = ± 3√
7

(
x− 4

3

)
【解答】

x2 + y2 = 1 …… 1⃝

x2 + y2 − 2kx+ 3k = 0 …… 2⃝

(1) 2⃝は

(x− k)2 + y2 = k2 − 3k

であるから， 2⃝が円の方程式を表す条件は

k2 − 3k > 0 ∴ k(k − 3) > 0

求める k の値の範囲は

k < 0 または k > 3 …… 3⃝ ……（答）

(2) 円 1⃝， 2⃝が異なる 2つの共有点をもつ条件は， 3⃝のもとで

(半径の差) < (中心間の距離) < (半径の和) …… 4⃝

が成り立つことである．

4⃝ ⇐⇒ |
√

k2 − 3k − 1| < |k| <
√

k2 − 3k + 1

⇐⇒ (
√

k2 − 3k − 1)2 < k2 < (
√

k2 − 3k + 1)2

⇐⇒

{
k2 − 3k + 1− 2

√
k2 − 3k < k2

k2 < k2 − 3k + 1 + 2
√
k2 − 3k

⇐⇒

{
−3k + 1 < 2

√
k2 − 3k

3k − 1 < 2
√
k2 − 3k

⇐⇒ |3k − 1| < 2
√

k2 − 3k

⇐⇒ (3k − 1)2 < 4(k2 − 3k)
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展開し，整理すると

5k2 + 6k + 1 < 0

∴ (5k + 1)(k + 1) < 0

∴ − 1 < k < − 1
5

これは 3⃝を満たす．
−1 < k < − 1

5
……（答）

• 1⃝− 2⃝より
2kx− 3k = 1

k = 0とすると，0 = 1となり不合理．したがって，k \= 0であり

x = 3k + 1
2k

…… ア⃝

である． 3⃝のもとで
「 1⃝かつ 2⃝」⇐⇒「 1⃝かつ ア⃝」 (加減法の原理)

であるから，円 1⃝と直線 ア⃝が 2点を共有する条件を求めればよい．これは

(中心と直線との距離) < (半径)

⇐⇒ 3k + 1
2k

< 1

⇐⇒ (3k + 1)2 < (2k)2

である．式を整理すると

5k2 + 6k + 1 < 0

∴ (k + 1)(5k + 1) < 0

∴ − 1 < k < − 1
5

これは 3⃝を満たす．
• 1⃝かつ ア⃝をさらに同値変形する．すなわち

「 1⃝かつ 2⃝」⇐⇒「 1⃝かつ ア⃝」 (加減法の原理)

⇐⇒

 ア⃝

y2 = 1−
(
3k + 1
2k

)2

…… イ⃝
(代入法の原理)

1⃝， 2⃝が異なる 2つの共有点をもつことは「 ア⃝かつ イ⃝」を満たす実数 x, y が 2組存
在することである．イ⃝を満たす実数 y が 2つ存在するような kに対して，ア⃝を満たす
実数 xはただ 1つ決まるから，求める条件は

1−
(
3k + 1
2k

)2

> 0

⇐⇒ (2k)2 − (3k + 1)2 > 0 (∵ k \= 0)

これを整理すると

−1 < k < − 1
5

であり，これは 3⃝を満たす．
(3) k = 4 のとき， 2⃝ は

(x− 4)2 + y2 = 22

( i ) 共通外接線を求める．
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共通外接線と x軸の交点の x座標を x1 とする

4x1

1
2

x

y

O

と，相似条件より

− x1 : (4− x1) = 1 : 2

∴ x1 = −4

したがって，接線の方程式は

y = m(x+ 4)

とおけて，原点と接線までの距離が 1だから

|4m|√
m2 + (−1)2

= 1 ⇐⇒ 16m2 = m2 + 1

∴ m = ± 1√
15

∴ y = ± 1√
15

(x + 4) ……（答）

(ii) 共通内接線を求める．
共通内接線と x 軸との交点の x 座標を x2 とすると，相

4x2

1
2

x

y

O

似条件より

x2 : (4− x2) = 1 : 2

∴ x2 = 4
3

したがって，接線の方程式は

y = m
(
x− 4

3

)
とおけて，(i)と同様に考えて

− 4
3
m√

m2 + (−1)2
= 1 ⇐⇒ 16

9
m2 = m2 + 1

∴ m = ± 3√
7

∴ y = ± 3√
7

(
x − 4

3

)
……（答）


