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3点A(−2, 0)，B(2, 0)，C(0, 1)に対し，2点 P(0, p)，Q(0, q)を，0 < p < qか

つ線分 PQの中点が Cとなるようにとる．更に，直線 APと直線 BQの交点を Rと

おく．

(1) Rの座標を pで表せ．

(2) Rの軌跡を図示せよ．
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【答】

(1) (2(1− p), p(2− p))

(2) y = − x2

4
+ 1 の 0 < x < 2 の部分

【解答】

(1) C は線分 PQ の中点であるから

A B

C

p

q

−2 2

1

P

Q

R

||

||

x

y

O

p+ q
2

= 1

すなわち

q = 2− p …… 1⃝

2直線 AP，BQ の方程式は 0 < p < q …… 2⃝より

AP : x
−2

+
y
p

= 1 …… 3⃝

BQ : x
2

+
y
q

= 1 …… 4⃝

であり， 3⃝， 4⃝より

x =
−2(p− q)

p+ q
, y =

2pq
p+ q

である． 1⃝を代入すると

x =
−2(p− (2− p))

2
= 2(1− p), y =

2p(2− p)

2
= p(2− p)

よって，Rの座標は (2(1 − p), p(2 − p))である． ……（答）
(2) R(x, y) とおくと，(1)から{

x = 2(1− p) …… 5⃝
y = p(2− p) …… 6⃝

である．また， 1⃝， 2⃝から

0 < p < 2− p

すなわち

0 < p < 1 …… 7⃝
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Rの軌跡は「 5⃝かつ 6⃝かつ 7⃝」を満たす pが存在するような点 (x, y)の集合である．

「 5⃝かつ 6⃝かつ 7⃝」

⇐⇒


p = 1− x

2

y =
(
1− x

2

){
2−

(
1− x

2

)}
0 < 1− x

2
< 1

⇐⇒


p = 1− x

2

y = 1− x2

4

0 < x < 2

y = 1− x2

4

x

y

O 2

1

よって，点 R の軌跡は放物線

y = 1 − x2

4
の 0 < x < 2 の部分

である． ……（答）

• (1)の設問を無視して Rの座標を pで表わさずに Rの軌跡を求めることもできる．
Rの軌跡は「 1⃝かつ 2⃝かつ 3⃝かつ 4⃝」を満たす p, q が存在するような点 (x, y)の集

合である．

「 1⃝かつ 2⃝かつ 3⃝かつ 4⃝」

⇐⇒



q = 2− p …… 1⃝
0 < p < 2− p …… 2⃝′

y =
(
1 + x

2

)
p …… 3⃝′

y =
(
1− x

2

)
q …… 4⃝′

3⃝′ において，x = −2とすると y = 0であり，このとき， 4⃝′ は 0 = 2q となり，q = 0

であり， 1⃝に代入すると p = 2である．これは 6⃝に反する．したがって，x \= −2である．
同じく， 4⃝′ において，x = 2とすると y = 0であり，このとき， 3⃝′ は 0 = 2pとな

り，p = 0である．これも 6⃝に反する．したがって，x \= 2である．
これより

「 1⃝かつ 2⃝かつ 3⃝かつ 4⃝」

⇐⇒



p+ q = 2 …… 1⃝′

0 < p < 1 …… 2⃝′′

p =
2y

2 + x
…… 3⃝′′

q =
2y

2− x
…… 4⃝′′

⇐⇒



p =
2y

2 + x

q =
2y

2− x

2y
2 + x

+
2y

2− x
= 2

0 <
2y

2 + x
< 1

x \= ±2より
2y

2 + x
+

2y
2− x

= 2 ⇐⇒ y{(2− x) + (2 + x)} = 4− x2

∴ y = 1− x2

4
…… 7⃝
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また

0 <
2y

2 + x
< 1

⇐⇒

{
2 + x > 0

0 < 2y < 2 + x
または

{
2 + x < 0

0 > 2y > 2 + x

すなわち {
x > −2

0 < y < x
2

+ 1
または

{
x < −2

0 > y > x
2

+ 1
…… 8⃝

「 7⃝かつ 8⃝」が求める軌跡であり，下図の太線部分である．

y = 1− x2
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