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数列 a1, a2, · · · , an, · · ·を

an = 2n
∫ √

e

1

x(log x)n dx

で定める．ただし e は自然対数の底であり，無理数であることが知られている．

(1) 不等式 1
2(n+ 1)

≦ an ≦ e
2(n+ 1)

を示せ．

(2) 各 n に対して an = pne+ qn となるように有理数 pn, qn をとる．n ≧ 2 のとき，

pn を pn−1 で，qn を qn−1 でそれぞれ表せ．

(3) lim
n→∞

(−1)npn
n!

を求めよ．

(18 東北大 後 理 6)

【答】

(1) 略

(2) pn = 1
2

− npn−1，qn = −nqn−1

(3) lim
n→∞

(−1)npn
n!

= 1
2e

【解答】

an = 2n
∫ √

e

1

x(log x)n dx

(1) log x = t とおくと

x = et, dx = et dt
x 1 −→

√
e

t 0 −→ 1
2

よって

an = 2n
∫ 1

2

0

ettn · et dt = 2n
∫ 1

2

0

e2ttn dt

0 ≦ t ≦ 1
2
において 0 ≦ 2t ≦ 1 であるから

1 ≦ e2t ≦ e

2ntn ≧ 0 であるから

2ntn ≦ 2ne2ttn ≦ 2netn

よって

2n
∫ 1

2

0

tn dt ≦ 2n
∫ 1

2

0

e2ttn dt ≦ 2ne

∫ 1
2

0

tn dt

ここで ∫ 1
2

0

tn dt =

[
tn+1

n+ 1

] 1
2

0

= 1
2n+1(n+ 1)



2

よって

2n · 1
2n+1(n+ 1)

≦ an ≦ 2ne · 1
2n+1(n+ 1)

ゆえに

1
2(n+ 1)

≦ an ≦ e
2(n+ 1)

…… (証明終わり)

(2) 部分積分すると

an = 2n
∫ 1

2

0

e2ttn dt

= 2n
{[

1
2
e2ttn

] 1
2

0

−
∫ 1

2

0

1
2
e2t · ntn−1 dt

}

= e
2

− n · 2n−1

∫ 1
2

0

e2ttn−1dt

= e
2

− nan−1 (n ≧ 2)

各 n に対して an = pne+ qn となるように有理数 pn, qn をとると

pne+ qn = e
2

− n(pn−1e+ qn−1)

∴ pne+ qn =
(
1
2

− npn−1

)
e− nqn−1

pn, qn,
1
2

− npn−1, − nqn−1 は有理数，e は無理数であるから

pn = 1
2

− npn−1, qn = −nqn−1 ……（答）

(3) an = pne+ qn であるから

pn = 1
e
(an − qn)

よって

(−1)npn
n!

=
(−1)n

e · n! (an − qn) …… 1⃝

qn = −nqn−1 の両辺を n !で割ると
qn
n!

= − qn−1

(n− 1)!

両辺に (−1)n を掛けると

(−1)nqn
n!

=
(−1)n−1qn−1

(n− 1)!

∴ (−1)nqn
n!

=
(−1) · q1

1!
= −q1



3

ここで

a1 = 2

∫ 1
2

0

e2tt dt

= 2

{[
1
2
e2tt

] 1
2

0

−
∫ 1

2

0

1
2
e2t dt

}

= e
2

−
[
1
2
e2t

] 1
2

0

= e
2

−
(
e
2

− 1
2

)
= 1

2

であるから

p1e+ q1 = 1
2

∴ p1 = 0, q1 = 1
2

したがって， 1⃝は
(−1)npn

n!
=

(−1)n

e · n! an + 1
2e

(1)から

1
2e(n+ 1)!

≦ an

e · n! ≦ 1
2(n+ 1)!

lim
n→∞

1
2e(n+ 1)!

= 0, lim
n→∞

1
2(n+ 1)!

= 0 であるから，はさみうちの原理により

lim
nl→∞

an

e · n! = 0

よって

lim
n→∞

(−1)n

e · n! an = 0

であり

lim
n→∞

(−1)npn
n!

= 1
2e

……（答）


