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点 O を中心とした半径 1の円を S とする．

(1) S の周上に 3点 P，Q，R が，この順に反時計回りに並んでいる．α = ∠POQ，

β = ∠QOR とする．ただし，0 < α < π, 0 < β < π である．△PQR の面積は
1
2
{sinα+ sinβ − sin(α+ β)} で与えられることを示せ．

(2) S の周上に 5点 A，B，C，D，X が，この順に反時計回りに並んでいる．ただ

し，∠AOB = π
2
, ∠BOC = π

3
, ∠COD = π

3
であり，点 Xは D と A の間を動

くものとする．△XAB の面積と △XCD の面積の和の最大値を求めよ．また，そ

のときの ∠AOX を求めよ．
(18 東北大 後 理 2)

【答】

(1) 略

(2) ∠AOX = π
2
のとき，最大値 4 +

√
3

4

【解答】

(1) α+ β と π との大小で場合分けして，△PQRの面積を求める．

O
P

QR

( i )

α
β

O
P
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R

(ii)

αβ

( i ) 0 < α+ β ≦ π のとき

△PQR = △OPQ+△OQR−△OPR

= 1
2

· 12 · sinα+ 1
2

· 12 · sinβ − 1
2

· 12 · sin(α+ β)

= 1
2
{sinα+ sinβ − sin(α+ β)}

(ii) π ≦ α+ β < 2π のとき

△PQR = △OPQ+△OQR+△ORP

= 1
2

· 12 · sinα+ 1
2

· 12 · sinβ + 1
2

· 12 · sin{2π − (α+ β)}

= 1
2
{sinα+ sinβ − sin(α+ β)}

( i )，(ii) いずれのときも

△PQR = 1
2
{sinα+ sinβ − sin(α+ β)}

が成り立つ．ただし，α+ β = π のときは△ORP = 0とする． …… (証明終わり)
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• 次の解法を用いると ( i )，(ii)の場合分けは不要である．

△PQR = 1
2
PQ ·QRsin

2π − (α+ β)

2

= 1
2

√
12 + 12 − 2 · 1 · 1 cosα ·

√
12 + 12 − 2 · 1 · 1 cosβ sin

α+ β
2

=
√
1− cosα

√
1− cosβ sin

α+ β
2

=
√

2 sin2 α
2

√
2 sin2 β

2
sin

α+ β
2

0 < α < π, 0 < β < π より

△PQR = 2 sin α
2

sin
β
2

sin
α+ β

2

= −
(
cos

α+ β
2

− cos
α− β

2

)
sin

α+ β
2

= − sin
α+ β

2
cos

α+ β
2

+ sin
α+ β

2
cos

α− β
2

= − 1
2
sin(α+ β) + 1

2
(sinα+ sinβ)

= 1
2
{sinα+ sinβ − sin(α+ β)}

• 座標を導入してもよい．

P

QR

1

1

α
β

x

y

O

右図のように座標軸をとり

P(1, 0), Q(cosα, sinα),

R(cos(α+ β), sin(α+ β))

としてよい．
−→
PQ =

(
cosα− 1
sinα

)
，
−→
PR =

(
cos(α+ β)− 1
sin(α+ β)

)
であるから

△PQR

= 1
2
|(cosα− 1) sin(α+ β)− sinα{cos(α+ β)− 1}|

= 1
2
| sin(α+ β) cosα− sin(α+ β)− sinα cos(α+ β) + sinα|

= 1
2
| sin{(α+ β)− α} − sin(α+ β) + sinα|

= 1
2
| sinα+ sinβ − sin(α+ β)|

ここで

sinα+ sinβ − sin(α+ β)

= sinα+ sinβ − (sinα cosβ + cosα sinβ)

= sinα · (1− cosβ) + sinβ · (1− cosα)

0 < α < π，0 < β < π より

sinα > 0, sinβ > 0, 1− cosβ > 0, 1− cosα > 0

であり

sinα+ sinβ − sin(α+ β) > 0
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であるから

△PQR = 1
2
{sinα+ sinβ − sin(α+ β)}

(2) ∠AOX = θ
(
0 < θ < 5π

6

)
とおく．(1)より

A

B

C

D

X

O

π
3

π
3

θ

△XAB

= 1
2

{
sin θ + sin π

2
− sin

(
θ + π

2

)}
= 1

2
(sin θ + 1− cos θ)

また，∠XOD = 5π
6

− θ より

△XCD

= 1
2

{
sin π

3
+ sin

(
5π
6

− θ
)
− sin

(
7π
6

− θ
)}

= 1
2

{ √
3
2

+ 2 cos(π − θ) sin
(
− π

6

)}
= 1

2

( √
3
2

+ cos θ

)
△XAB の面積と △XCD の面積の和を T とすると

T = 1
2

(
1 +

√
3
2

+ sin θ

)
よって，T は

θ = π
2
のとき，最大値 4 +

√
3

4
……（答）

をとる．


