
1

辺の長さが 1である正四面体 ABCD および，点 O を考える．
−−→
OG = 1

4

(−→
OA+

−→
OB+

−→
OC+

−→
OD

)
で定まる点を G とする．

(1) |
−→
GA| および内積

−→
GA ·

−→
GB を求めよ．

(2) 点 P は正四面体 ABCDの表面および内部を動くとする．このとき

L =
−→
AP

2

+
−→
BP

2

+
−→
CP

2

+
−→
DP

2

の最大値および最小値を求めよ．

(18 東北大 後 理 5)

【答】

(1) |
−→
GA| =

√
6
5
，
−→
GA ·

−→
GB = − 1

8

(2) 最大値 3，最小値 3
2

【解答】
−−→
OG = 1

4

(−→
OA+

−→
OB+

−→
OC+

−→
OD

)
…… 1⃝

(1) 1⃝より
−→
GA =

−→
OA−

−−→
OG

= 1
4
(3
−→
OA−

−→
OB−

−→
OC−

−→
OD)

= 1
4
(
−→
BA+

−→
CA+

−→
DA)

= − 1
4
(
−→
AB+

−→
AC+

−→
AD) …… 2⃝

である．正四面体 ABCDの 1辺の長さは 1であるから

|
−→
AB| = |

−→
AC| = |

−→
AD| = 1,

−→
AB ·

−→
AC =

−→
AC ·

−→
AD =

−→
AD ·

−→
AB = 1× 1× cos π

3
= 1

2

よって

|
−→
GA|2 = 1

42
|
−→
AB+

−→
AC+

−→
AD|2

= 1
42

{
12 + 12 + 12 + 2×

(
1
2

+ 1
2

+ 1
2

)}
= 6

42

(
= 3

8

)
∴ |

−→
GA| =

√
6
4

……（答）



2

また， 2⃝と同じく
−→
GB = − 1

4
(
−→
BA+

−→
BC+

−→
BD)

= − 1
4

{
−
−→
AB+ (

−→
AC−

−→
AB) + (

−→
AD−

−→
AB)

}
= 1

4
(3
−→
AB−

−→
AC−

−→
AD)

であるから
−→
GA ·

−→
GB = − 1

16
(
−→
AB+

−→
AC+

−→
AD) · (3

−→
AB−

−→
AC−

−→
AD)

= − 1
16

{
3|
−→
AB|2 + 2(

−→
AC+

−→
AD) ·

−→
AB− |

−→
AC+

−→
AD|2

}
= − 1

16

{
3× 12 + 2×

(
1
2

+ 1
2

)
−

(
12 + 2× 1

2
+ 12

)}
= − 1

8
……（答）

• 式の対称性より |
−→
GB| = |

−→
GA| で，|

−→
AB| = 1 より

|
−→
GB−

−→
GA|2 = 1

3
8

− 2
−→
GA ·

−→
GB+ 3

8
= 1

∴
−→
GA ·

−→
GB = − 1

8

(2) G を始点として式を整理すると

L =
−→
AP

2

+
−→
BP

2

+
−→
CP

2

+
−→
DP

2

= |
−→
GP−

−→
GA|2 + |

−→
GP−

−→
GB|2 + |

−→
GP−

−→
GC|2 + |

−→
GP−

−→
GD|2

= 4|
−→
GP|2 − 2(

−→
GA+

−→
GB+

−→
GC+

−→
GD) ·

−→
GP+ |

−→
GA|2 + |

−→
GB|2 + |

−→
GC|2 + |

−→
GD|2

となる．いま， 1⃝より
−→
GA+

−→
GB+

−→
GC+

−→
GD

=
−→
OA+

−→
OB+

−→
OC+

−→
OD− 4

−−→
OG

=
−→
0

であり，また，式の対称性より |
−→
GA| = |

−→
GB| = |

−→
GC| = |

−→
GD| であるから

L = 4|
−→
GP|2 + 4× 3

8

= 4|
−→
GP|2 + 3

2

2⃝より
−→
AG = 3

4
× 1

3
(
−→
AB+

−→
AC+

−→
AD) と変形できるので，Gは Aと△BCDの重心を

結ぶ線分を 3 : 1に内分する点である．
−→
BG,

−→
CG,

−→
DGからも同じことがいえるから，4つの

四面体 GBCD，GCDA，GDAB，GABCは合同である．Pは四面体 GBCDの表面および
内部を動くものとしてよい．

( i ) L が最大になるのは，|
−→
GP| が最大のときである．



3

A から平面 BCD に下した垂線の足を HA とすると，AB = AC = AD より，HAB =
HAC = HAD であり，HA は △BCD の外心である．△BCD は正三角形であるから外心
HA は△BCDの重心でもある．

|
−→
GP|が最大になるのは，Pが△BCD上にあるときであり

GP2 = GHA
2+HAP

2 ≦ GHA
2+HAB

2 (∵ GHAは一定, HAは△BCDの外心)

等号は P = B (C, D)のとき成立する．max |
−→
GP|2 = |

−→
GB|2 = 3

8
であるから，L の

最大値は 4× 3
8

+ 3
2

= 3 ……（答）

(ii) L が最小になるのは，P = Gのときであり，min |
−→
GP|2 = 0である．L の

最小値は 3
2

……（答）


