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座標平面上で，媒介変数 θを用いて

x = (1 + cos θ) cos θ, y = sin θ (0 ≦ θ ≦ π)

と表される曲線 C がある．C 上の点で x座標の値が最小になる点を Aとし，Aの x

座標の値を aとおく．Bを点 (a, 0)，Oを原点 (0, 0)とする．

(1) aを求めよ．

(2) 線分 ABと線分 OBと C で囲まれた部分の面積を求めよ．

(21 北海道大 理 5)

【答】

(1) a = − 1
4

(2)
3
√
3

8
− π

6

【解答】 
x = (1 + cos θ) cos θ

y = sin θ

0 ≦ θ ≦ π

(1) xについて
θ 0 · · · 2

3
π · · · π

dx
dθ

− 0 +

x 2 0

dx
dθ

= (− sin θ) cos θ + (1 + cos θ)(− sin θ)

= − sin θ(1 + 2 cos θ)

0 ≦ θ ≦ π における x の増減は右の表となり，x は

θ = 2
3
π で最小となる．a は x が最小となるときの

xの値であるから

a =
(
1− 1

2

)(
− 1

2

)
= − 1

4
……（答）

である．

• xを cos θ についての 2次関数とみると

x =
(
cos θ + 1

2

)2

− 1
4

0 ≦ θ ≦ πより −1 ≦ cos θ ≦ 1であるから，xは cos θ = − 1
2
のとき，最小値 − 1

4
を

とる．aは xが最小となるときの xの値であるから

a = − 1
4

である．
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(2) y の増減は下の表となり

A

B

(θ = 2
3
π)

2

(θ = 0)− 1
4

1(θ = π
2
)

C

x

y

O

θ 0 · · · π
2

· · · π

y 0 1 0

(1)の増減とあわせると C の概形は右図となり，(1)

より A

(
− 1

4
,

√
3
2

)
，B

(
− 1

4
, 0

)
であるから，線

分 AB と線分 OB と C で囲まれた部分は斜線部分
となる．斜線部分の面積 S は

S =

∫ 0

− 1
4

y dx

=

∫ π

2
3
π

y dx
dθ

dθ

=

∫ π

2
3
π

sin θ{− sin θ(1 + 2 cos θ)} dθ

= −
∫ π

2
3
π

(sin2 θ + 2 sin2 θ cos θ) dθ

= −
∫ π

2
3
π

{
1− cos 2θ

2
+ 2 sin2 θ(sin θ)′

}
dθ

= −
[
θ
2

− sin 2θ
4

+ 2 sin3 θ
3

]π
2
3
π

= − π
2

+

(
π
3

+ 1
4

·
√
3
2

+ 2
3

· 3
√
3

8

)
=

3
√
3

8
− π

6
……（答）

である．


