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実数 t の関数

F (t) =

∫ 1

0

|x2 − t2| dx

について考える．

(1) 0 ≦ t ≦ 1 のとき，F (t) を t の整式として表せ．

(2) t ≧ 0 のとき，F (t) を最小にする t の値 T と F (T ) の値を求めよ．
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【答】

(1) F (t) = 4
3
t3 − t2 + 1

3

(2) T = 1
2
のとき，F

(
1
2

)
= 1

4

【解答】

F (t) =

∫ 1

0

|x2 − t2| dx =

∫ 1

0

|(x+ t)(x− t)| dx

(1) 0 ≦ t ≦ 1のとき

F (t) =

∫ 1

0

(x+ t)|x− t| dx

tは積分区間 0 ≦ x ≦ 1 内にあるから

F (t) =

∫ t

0

(t2 − x2) dx+

∫ 1

t

(x2 − t2) dx

=
[
t2x− x3

3

]t
0
+

[
x3

3
− t2x

]1
t

= 2
(
t3 − t3

3

)
+

(
1
3

− t2
)

= 4
3
t3 − t2 + 1

3
……（答）

である．
(2) t ≧ 0のとき，tが積分区間に 0 ≦ x ≦ 1にあるか否かで場合分けする．
0 ≦ t ≦ 1 のとき，(1)より

F (x) = 4
3
t3 − t2 + 1

3

であり，0 < x < 1のとき

F ′(t) = 4t2 − 2t = 2t(2t− 1)

である．
t ≧ 1 のとき

F (t) =

∫ 1

0

(t2 − x2) dx =
[
t2x− x3

3

]1
0
= t2 − 1

3

であり，単調増加である．



2

よって，t ≧ 0 における F (t) の増減は下の通りである．

t 0 · · · 1
2

· · · 1 · · ·

F ′(t) − 0 + +

F (t) 1
4

2
3

よって，F (t)は

T = 1
2
のとき, 最小値 F

(
1
2

)
= 1

4
……（答）

をとる．


