
2章：複素数平面 2：複素数平面

三角形

56 A(1 + i), B(3 + 5i), C(γ)が複素数平面上の正三角形の 3頂点で，C

が第 2象限の点であるとき，γ を求めよ。 （広島大）

57 複素数平面上で，複素数 α, β, γ を表す点をそれぞれ A，B，Cとす

る。次の問いに答えよ。

(1) A，B，Cが正三角形の 3頂点であるとき
α2 + β2 + γ2 − αβ − βγ − γα = 0 · · · · · · (∗)

が成立することを示せ。

(2) 逆に，この関係式 (∗)が成立するとき，A = B = Cとなるか，または，

A，B，Cが正三角形の 3頂点となることを示せ。 （金沢大）
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56 3点 A(α), B(β), C(γ)が正三角形である条件は
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AB = AC かつ ∠BAC = π
3

ですから，γ は β を α のまわりに ± π
3
回転することにより得ら

れます。本問では，C(γ)が第 2象限の点となるように回転の向き
を決めます。

57 (1) 3点 A(α), B(β), C(γ)が正三角形である
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ここから先は，
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として式を整理してもよいですが，
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iを解とする 2次方程式の解ととらえるとよいでしょう。

(2) (1)の逆をたどることを考えましょう。
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2章：複素数平面 2：複素数平面

56 C(γ)は第 2象限の点であるから，Cは点 A(α)のまわりに点 B(β)を π
3
回転
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した点である。したがって，複素数 γ は
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57 (1) △ABCが正三角形である · · · · · · 1⃝

⇐⇒ AB = AC かつ ∠BAC = π
3

⇐⇒ γ − α
β − α

= AC
AB

= 1

かつ arg
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をそれぞれ ω, ω とおくと
ω + ω = 1, ωω = 1

よって，2次方程式の解と係数の関係より，ω, ω すなわち
γ − α
β − α

は

z2 − z + 1 = 0 の解である。

1⃝ ⇐⇒
(

γ − α
β − α

)2

−
(

γ − α
β − α

)
+1 = 0 · · · · · · 2⃝

両辺に (β − α)2 をかけると
(γ − α)2 − (γ − α)(β − α) + (β − α)2 = 0 · · · · · · 3⃝

⇐⇒ α2 + β2 + γ2 − αβ − βγ − γα = 0 · · · · · · (∗)
すなわち

1⃝ ⇐⇒ 2⃝ =⇒ 3⃝ ⇐⇒ (∗)
したがって， 1⃝が成立するとき，(∗)は成立する。 （証終）
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(2) (1)より

(∗) ⇐⇒ (γ − α)2 − (γ − α)(β − α) + (β − α)2 = 0 · · · · · · 3⃝
( i ) β − α = 0 のとき， 3⃝は

(γ − α)2 = 0 ∴ γ = α

よって，α = β = γ であり，A = B = C である。
(ii) β − α \= 0 のとき， 3⃝の両辺を (β − α)2 ( \= 0)でわると(

γ − α
β − α

)2

−
(

γ − α
β − α

)
+1 = 0

これは 2⃝と一致するから
(∗) ⇐⇒ 3⃝ =⇒ 2⃝ ⇐⇒ 1⃝

したがって，(∗)が成立するとき 1⃝は成立する。
よって，(∗)が成立するとき

A = B = C または △ABCは正三角形である。 （証終）

77


