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1.6 逆関数

87 関数 y = f(x) = 2x+ c
ax+ b

のグラフが点
(
−2, 9

5

)
を通り，かつ x =

− 1
3
, y = 2

3
を漸近線にもつとする。

(1) 定数 a, b, cの値を求めよ。

(2) 関数 y = f(x)の逆関数を求めよ。

(3) 関数 y = f(x)の値域が {y | y = 1}となるとき，f(x)の定義域を求め

よ。 （九州共立大 改）

88 (1) y = x
2

− 1
x

(x > 0)の逆関数を求めよ。 （東京電機大）

(2) 関数 y = ex − e−x の逆関数を求めよ。

87 関数 y = f(x) が逆関数 y = f−1(x)

x

y

O

y = f(x)

a

f(a)

b

f(b)

x1 = f−1(y1)

y1 = f(x1)

をもつとき

{f(x)の値域 }
= {f−1(x)の定義域 }

{f(x)の定義域 }
= {f−1(x)の値域 }

であり，f(x) と f−1(x) では定義域と値域が

入れ替わります。

88 関数 y = f(x)の逆関数 y = f−1(x) を求めるには，次のようにします。

( i ) y = f(x)を xについて解いて x = g(y)とする。

(ii) xと yを入れ替えて y = g(x)とする。このとき，f−1(x) = g(x) である。
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87 y = f(x)のグラフは x = − 1
3
を漸近線にもつことから a \= 0であり

2
a

ax + b
)
2x + c
2x + 2b

a

c− 2b
a

f(x) = 2x+ c
ax+ b

= 2
a

+
c− 2b

a
ax+ b

= 2
a

+ 1
a

·
c− 2b

a

x+ b
a

(1) 点
(
−2, 9

5

)
を通るから

2(−2) + c

−2a+ b
= 9

5
5c− 20 = 9(−2a+ b) · · · · · · 1⃝

x = − 1
3
, y = 2

3
を漸近線にもつから

− b
a

= − 1
3

2
a

= 2
3

∴
{

a = 3

b = 1

1⃝に a, bの値を代入して

5c− 20 = 9(−2× 3 + 1)
∴ c = −5

(2) (1)より

y = 2x− 5
3x+ 1

xについて解くと

y(3x+ 1) = 2x− 5
3xy + y = 2x− 5
(3y − 2)x = −y − 5

∴ x =
−y − 5
3y − 2

よって，逆関数は

f−1(x) =
−x − 5
3x − 2
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(3) (2)の結果から

x

y

O 1

−6
y = f−1(x)

2
3

− 1
3

f−1(x) = − 1
3

−
17
3

3x− 2

= − 1
3

−
17
9

x− 2
3

f−1(x) の定義域は f(x) の値域に一致するから，

x = 1 であり，右のグラフより

−6 5 f−1(x) < − 1
3

である。f(x)の定義域は f−1(x)の値域に一致す

るから，f(x)の定義域は

−6 5 x < − 1
3

88 (1)

{
y = x

2
− 1

x
x > 0

⇐⇒

{
2xy = x2 − 2

x > 0
⇐⇒

{
x2 − 2yx− 2 = 0

x > 0

x > 0より

x = y +
√

y2 + 2

よって，逆関数は

y = x +
√
x2 + 2

(2) y = ex − e−x ⇐⇒ e2x − yex − 1 = 0

∴ ex =
y +

√
y2 + 4

2
(> 0)

自然対数をとると

x = log
y +

√
y2 + 4

2

よって，逆関数は

y = log
x +

√
x2 + 4
2
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