
3章：関数と極限 2：数列の極限

2.2 rn (n→∞)，ハサミウチの原理

95 極限値 lim
n→∞

2n + 4n

3n + 4n
を求めよ。 （東京電機大）

96 nが自然数で，x = 0であるとき，極限値 lim
n→∞

xn+3 − 2x+ 3
xn + 1

を求め

よ。 （名城大 改）

97 0 < a < bである定数 a, bがある。xn =
(
an

b
+ bn

a

) 1
n

とおくとき

(1) 不等式 bn < a(xn)
n < 2bn を証明せよ。

(2) lim
n→∞

xn を求めよ。 （立命館大）

95 ， 96 次の定理を使います。

無限等比数列 {rn} の極限

lim
n→∞

rn =


+∞ (r > 1のとき)
1 (r = 1のとき)
0 (−1 < r < 1のとき)
振動 (r 5 −1のとき)

96 では，0 5 x < 1，x = 1，x > 1の場合分けが必要となります。

97 (1) 右辺−左辺 > 0を確認します。

(2) 0 < bn < a(xn)
n < 2bn なので，自然対数をとると

n log b < log a+ n log xn < log 2 + n log b

そして， lim
n→∞

log xn について調べます。このとき，ハサミウチの原理を使います。す

なわち

ハサミウチの原理

an < xn < bn において
lim

n→∞
an = lim

n→∞
bn = α ならば lim

n→∞
xn = α
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95 lim
n→∞

2n + 4n

3n + 4n
= lim

n→∞

(
1
2

)n

+ 1(
3
4

)n

+ 1
= 0 + 1

0 + 1
= 1

96 x = 0 であるから

( i ) 0 5 x < 1のとき， lim
n→∞

xn = lim
n→∞

xn+3 = 0より

与式 = 0− 2x+ 3
0 + 1

= −2x+ 3

( ii ) x = 1のとき

与式 = lim
n→∞

1n+3 − 2 · 1 + 3
1n + 1

= lim
n→∞

2
2

= 1

(iii) x > 1のとき

与式 = lim
n→∞

x3 + −2x+ 3
xn

1 + 1
xn

= x3

( i )，(ii)，(iii)より

lim
n→∞

xn+3 − 2x+ 3
xn + 1

=

{
−2x + 3 (0 5 x 5 1 のとき)

x3 (x = 1 のとき)

97 (1) a(xn)
n = a

(
an

b
+ bn

a

)
= a

b
an + bn かつ 0 < a < bより

a(xn)
n − bn =

(
a
b
an + bn

)
− bn = a

b
an > 0

2bn − a(xn)
n = 2bn −

(
a
b
an + bn

)
= bn − a

b
an = bn+1 − an+1

b
> 0

よって，不等式 bn < a(xn)
n < 2bn は成立する。 （証終）

(2) (0 <) bn < a(xn)
n < 2bn において各式の自然対数をとると

n log b < log a+ n log xn < log 2 + n log b

log b− log a
n

< log xn < log b+
log 2− log a

n

ここで

lim
n→∞

(
log b− log a

n

)
= log b, lim

n→∞

(
log b+

log 2− log a
n

)
= log b

であるから，ハサミウチの原理より

lim
n→∞

log xn = log b

対数関数の連続性より

lim
n→∞

xn = b
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