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2.7 無限ベキ級数

106 次の問いに答えよ。

(1) すべての自然数 nに対して，2n > nであることを示せ。

(2) 数列の和 Sn =
n∑

k=1

k
(
1
4

)k−1

を求めよ。

(3) lim
n→∞

Sn を求めよ。 （広島大）

107 0 < x < 1に対して， 1
x

= 1 + hとおくと h > 0である。二項定理を

用いて，
1
xn >

n(n− 1)

2
h2 (n = 2)が示されるから lim

n→∞
nxn = であ

る。

したがって，Sn = 1+ 2x+ · · ·+ nxn−1とおくと， lim
n→∞

Sn = であ

る。 （芝浦工業大）

n∑
k=1

akr
k を r のベキ級数といいます。とくに

Sn =
n∑

k=1

krk−1

(
=

n∑
k=1

(等差)(等比)

)
(r \= 1)

は

Sn − rSn（“公比倍してひく”）

を計算して求めることができます。これは，等比数列の和の公式を導くときの手法で

すね。

106， 107ともに，解答の中で lim
n→∞

nxn = 0 ( x < 1) を導いて使っていま

す。この事実は覚えておきましょう。

107 の前半を確認しておきます。

0 < x < 1 のとき， 1
x

> 1 であり， 1
x

= 1 + h (h > 0) とおくことができます。

二項定理を用いると，n = 2 のとき
1
xn = (1 + h)n = nC0 + nC1h+ nC2h

2 + · · ·+ nCnh
n

> nC2h
2

=
n(n− 1)

2
h2
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106 (1) 数学的帰納法で 2n > nを示す。

n = 1のとき，左辺 = 2，右辺 = 1であり，左辺 >右辺は成り立つ。
n = k での成立を仮定すると

2k+1 = 2 · 2k > 2 · k = k + k = k + 1 ∴ n = k + 1でも成立。

よって，すべての自然数 nに対して，2n > nは成り立つ。 （証終）

二項定理を用いると

2n = (1 + 1)n =
n∑

k=0
nCk · 1k · 1n−k =

n∑
k=0

nCk =
n∑

k=0

1 = n+ 1 > n

(2) Sn = 1 ·
(
1
4

)0

+ 2 · 1
4

+ 3 ·
(
1
4

)2

+ · · ·+ n
(
1
4

)n−1

· · · · · · 1⃝

1
4
Sn = 1 · 1

4
+ 2 ·

(
1
4

)2

+ · · ·+ (n− 1)
(
1
4

)n−1

+ n
(
1
4

)n

· · · · · · 2⃝
1⃝− 2⃝より

3
4
Sn = 1 + 1

4
+

(
1
4

)2

+ · · · · · ·+
(
1
4

)n−1

− n
(
1
4

)n

=
1−

(
1
4

)n

1− 1
4

− n
(
1
4

)n

= 4
3

{
1−

(
1
4

)n
}
− n

(
1
4

)n

よって Sn = 16
9

{
1 −

(
1
4

)n
}

− 4
3
n
(
1
4

)n

(3) (1)の不等式の両辺を平方すると，4n > n2 > 0なので，逆数をとって整理すると

0 < 1
4n

< 1
n2 ∴ 0 < n

(
1
4

)n

< 1
n

lim
n→∞

1
n

= 0なので，ハサミウチの原理より lim
n→∞

n
(
1
4

)n

= 0

また， lim
n→∞

(
1
4

)n

= 0でもあるから

lim
n→∞

Sn = lim
n→∞

[
16
9

{
1−

(
1
4

)n}
− 4

3
n
(
1
4

)n
]
= 16

9
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107 1
xn >

n(n− 1)

2
h2 かつ x > 0，h > 0より，n = 2のとき逆数をとって整理

すると

0 < xn < 2
n(n− 1)h2 ∴ 0 < nxn < 2

(n− 1)h2

さらに， lim
n→∞

2
(n− 1)h2 = 0 なので，ハサミウチの原理より

lim
n→∞

nxn = 0

また，x \= 1 より

Sn = 1 + 2x+ 3x2 + · · ·+ nxn−1 · · · · · · 1⃝
xSn = x+ 2x2 + · · ·+ (n− 1)xn−1 + nxn · · · · · · 2⃝

1⃝ − 2⃝より
(1− x)Sn = 1 + x+ x2 + · · ·+ xn−1 − nxn = 1− xn

1− x
− nxn

∴ Sn = 1− xn

(1− x)2
− nxn

1− x

0 < x < 1なので lim
n→∞

Sn = 1
(1 − x)2

x \= 1より

x+ x2 + x3 + · · ·+ xn =
x(1− xn)

1− x

両辺を xで微分して

1 + 2x+ · · ·+ nxn−1 =
{1− (n+ 1)xn}(1− x) + x(1− xn)

(1− x)2

∴ Sn =
1− (n+ 1)xn + nxn+1

(1− x)2

lim
n→∞

Sn = lim
n→∞

1− nxn − xn + x(nxn)

(1− x)2
= 1

(1− x)2
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