
3章：関数と極限 2：数列の極限

2.10 3項間漸化式と極限

110 a1 = 0，a2 = 1，an+2 = 1
4
(an+1 +3an) (n = 1, 2, 3, · · · ) で定義さ

れる数列 {an}について，次の問いに答えよ。
(1) bn = an+1 − an (n = 1, 2, 3, · · · )とおくとき，数列 {bn}の一般項 bn

を nを用いて表せ。

(2) 数列 {an}の一般項 an を nを用いて表せ。

(3) 極限値 lim
n→∞

an を求めよ。 （宮崎大）

110 3項間漸化式 an+2 + pan+1 + qan = 0 で定められた数列 {an} の一般項を求
めるには

t2 + pt + q = 0

の解 α，β を使って{
an+2 − αan+1 = β(an+1 − αan)

an+2 − βan+1 = α(an+1 − βan)

と変形します。α = β（重解）のときは

an+2 − αan+1 = α(an+1 − αan)

です。本問では，t2 = 1
4
(t+ 3)より

4t2 − t− 3 = 0 ∴ t = − 3
4
, 1

an+2 − an+1 = − 3
4
(an+1 − an) · · · · · · 1⃝

an+2 +
3
4
an+1 = 1 ·

(
an+1 +

3
4
an

)
· · · · · · 2⃝

を考えればよいのですが，(1)より 1⃝が得られるので，解答では 1⃝だけで一般項を求
めてみます。階差数列と一般項の関係を使います。

131



3章：関数と極限 2：数列の極限

110 (1) bn = an+1 − an (n = 1, 2, 3, · · · )とおくと
bn+1 = an+2 − an+1

これに，an+2 = 1
4
(an+1 + 3an)を代入すると

bn+1 = 1
4
(an+1 + 3an)− an+1 = − 3

4
(an+1 − an) = − 3

4
bn

∴ bn+1 = − 3
4
bn

また，b1 = a2 − a1 = 1− 0 = 1であり，数列 {bn}は初項 b1 = 1，公比 − 3
4
の等比

数列であるから

bn = 1 ·
(
− 3

4

)n−1

=
(
− 3

4

)n−1

(2) (1)より

an+1 − an =
(
− 3

4

)n−1

n = 2のとき

an = a1 +
n−1∑
k=1

(
− 3

4

)k−1

= 0 +
1−

(
− 3

4

)n−1

1−
(
− 3

4

)
= 4

7

{
1−

(
− 3

4

)n−1
}

これは n = 1のときも成り立つ。

∴ an = 4
7

{
1 −

(
− 3

4

)n−1
}

(n = 1, 2, 3, · · · )

(3) lim
n→∞

(
− 3

4

)n−1

= 0より lim
n→∞

an = 4
7

【参考】t2 = 1
4
(t + 3)を解くと

4t2 − t− 3 = 0 (4t+ 3)(t− 1) = 0 ∴ t = − 3
4
, 1

これより与えられた漸化式は次の 2通りに変形できる。an+2 − an+1 = − 3
4
(an+1 − an) · · · · · · 1⃝

an+2 + 3
4
an+1 = 1 ·

(
an+1 + 3

4
an

)
· · · · · · 2⃝

1⃝より an+1 − an = (a2 − a1)
(
− 3

4

)n−1

= 1 ·
(
− 3

4

)n−1

· · · · · · 1⃝′

2⃝より an+1 +
3
4
an =

(
a2 +

3
4
a1

)
· 1n−1 = 1 · · · · · · 2⃝′

2⃝′ − 1⃝′ より 7
4
an = 1−

(
− 3

4

)n−1

∴ an = 4
7

{
1−

(
− 3

4

)n−1
}
−→ 4

7
(n → ∞)
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