
3章：関数と極限 2：数列の極限

2.11 連立漸化式と極限

111 p，qは p > 0，q > 0，p+ q = 1をみたす定数とする。a0 = 1，b0 = 2

とし，an，bn (n = 1, 2, · · · )を
an = pan−1 + qbn−1

bn = pbn−1 + qan

により定める。

(1) cn = bn − an とおくとき，cn が等比数列であることを示せ。

(2) an と lim
n→∞

an を求めよ。

(3) bn と lim
n→∞

bn を求めよ。 （名古屋市立大）

111 連立漸化式

{
an+1 = pan + qbn
bn+1 = ran + sbn

の一般解を求める一つの方法は {an − tbn}

が等比数列となる tを見つけることです。

an+1 − tbn+1 = (p− rt)an + (q − st)bn = (p− rt)

(
an − st− q

p− rt
bn

)
であり，t =

st− q
p− rt

を変形すると，t =
pt + q
rt + s

となります。t =
pt+ q
rt+ s

の解を α，

β とすると
数列 {an − αbn}，{an − βbn}

はどちらも等比数列となります。

本問は

{
an = pan−1 + qbn−1

bn = pbn−1 + qan
と少し変則的な式になっています。

bn = ⃝bn−1 +△an−1

と直してから，誘導にのって式を変形していきましょう。
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111 (1) an = pan−1 + qbn−1 · · · · · · 1⃝

bn = pbn−1 + qan · · · · · · 2⃝
1⃝を 2⃝に代入すると

bn = pbn−1 + q(pan−1 + qbn−1)

= pqan−1 + (p+ q2)bn−1 · · · · · · 3⃝
3⃝− 1⃝より

bn − an = (pq − p)an−1 + (p+ q2 − q)bn−1

= p(q − 1)an−1 + {p+ q(q − 1)}bn−1

= −p2an−1 + p2bn−1 (∵ p+ q = 1)

= p2(bn−1 − an−1)

cn = bn − an とおくと

cn = p2cn−1 (n = 1, 2, 3, · · · )
すなわち，{cn}は初項 c0 = b0−a0 = 2−1 = 1，公比 p2の等比数列である。（証終）

(2) (1)より

cn = bn − an = 1 · (p2)n = p2n

∴ bn−1 = an−1 + p2(n−1) · · · · · · 4⃝
4⃝を 1⃝に代入すると

an = pan−1 + q(an−1 + p2(n−1))

= an−1 + qp2(n−1) (∵ p+ q = 1)

n = 1のとき

an = a0 +
n∑

k=1

qp2(k−1) = 1 + q · 1− p2n

1− p2

= 1 +
1− p2n

1 + p
(∵ p+ q = 1)

これは n = 0のときも成り立つ。

∴ an = 1 +
1− p2n

1 + p

=
2 + p − p2n

1 + p
(n = 0, 1, 2, · · · )

また p > 0，q > 0，p+ q = 1より 0 < p < 1なので， lim
n→∞

p2n = 0であり

lim
n→∞

an =
2 + p
1 + p

(3) bn = an + cn =
2 + p− p2n

1 + p
+ p2n

=
2 + p + p2n+1

1 + p
(n = 0, 1, 2, · · · )

lim
n→∞

p2n+1 = 0より lim
n→∞

bn =
2 + p
1 + p

134


