
3章：関数と極限 3：関数の極限

3.4 eの定義

125 次の問いに答えよ。

(1) 極限 lim
x→0

ex − e−x

x
を求めよ。 （高知女子大）

(2) lim
h→0

log (e+ h)− 1

h
= である。ただし， lim

h→0

log (1 + h)

h
= 1を

用いてよい。 （日本工業大）

126 次の値を求めよ。

(1) lim
x→0

x
1− e2x

（早稲田大）

(2) lim
h→0

e(1+h)2 − eh
2+1

h
（法政大）

(3) lim
n→∞

n{log (n+ 1)− log n} （東京工科大）

127 lim
x→0

ex
2 − 1

1− cosx
を求めよ。 （小樽商科大）
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3章：関数と極限 3：関数の極限

自然対数の底 eはいろいろな形で表現されます。

(1) lim
h→0

eh − 1
h

= 1 (2) lim
h→0

loge (1 + h)

h
= 1

(3) lim
h→0

(1 + h)
1
h = e (4) lim

x→±∞

(
1 + 1

x

)x

= e

(1)，(2)は右図のように

x

y

O 1

1

y = ex

y = loge x

傾き 1

傾き 1

y = ex, y = loge x

のグラフ上のそれぞれの点 (0, 1)，(1, 0)

における接線の傾きが 1であることを意味
しています。

(3)，(4)はそれぞれ，(2)，(3)を変形す

れば導くことができます。

125 (1) lim
h→0

eh − 1
h

= 1 が利用できるように変形します。

126 (1)，(2) lim
h→0

eh − 1
h

= 1 が利用できるように変形します。

127 lim
h→0

eh − 1
h

= 1, lim
θ→0

sin θ
θ

= 1 が利用できるように変形します。
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125 (1) lim
x→0

ex − e−x

x
= lim

x→0

ex − 1 + 1− e−x

x

= lim
x→0

{
ex − 1

x
−

(
e−x − 1

x

)}
= lim

x→0

(
ex − 1

x
+

e−x − 1
−x

)
= 1 + 1 = 2

(2) lim
h→0

log (e+ h)− 1

h
= lim

h→0

log e+ h
e

h
= lim

h→0

log
(
1 + h

e

)
h

ここで， h
e

= tとおくと，h → 0 のとき t → 0 で

与式 = lim
t→0

log(1 + t)

e · t = 1
e
lim
t→0

log(1 + t)

t
= 1

e
· 1 = 1

e

126 (1) lim
x→0

ex − 1
x

= 1であるから

lim
x→0

x
1− e2x

= lim
x→0

x
(1 + ex)(1− ex)

= lim
x→0

1
1 + ex

· −1
ex − 1

x

= 1
1 + 1

· −1
1

= − 1
2

(2) lim
h→0

e(1+h)2 − eh
2+1

h
= lim

h→0

eh
2+1(e2h − 1)

h

= lim
h→0

2eh
2+1 · e2h − 1

2h
= 2e · 1 = 2e

(3) lim
n→∞

n{log(n+ 1)− logn} = lim
n→∞

n log n+ 1
n

= lim
n→∞

log
(
1 + 1

n

)n

ここで， lim
n→∞

(
1 + 1

n

)n

= eなので，対数関数の連続性より

与式 = lim
n→∞

log
(
1 + 1

n

)n

= log e = 1

127 lim
x→0

ex
2

− 1
1− cosx

= lim
x→0

ex
2

− 1
1− cosx

· 1 + cosx
1 + cosx

= lim
x→0

{
(ex

2

− 1) 1 + cosx
1− cos2 x

}
= lim

x→0

{
ex2

− 1

x2 ·
(

x
sinx

)2

· (1 + cosx)

}
= 1 · 12 · (1 + 1) = 2
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