
5章：積分法 1：積分の計算

1.13 区分求積の応用

230 n を自然数とする。n + 1 項の等差数列 x0, x1, · · · , xn と等比数列

y0, y1, · · · , yn が

1 = x0 < x1 < x2 < · · · < xn = 2
1 = y0 < y1 < y2 < · · · < yn = 2

を満たすとし，P (n)，Q(n)，R(n)，S(n) を次で定める。

P (n) =
x1 + x2 + · · ·+ xn

n
, Q(n) = n

√
x1x2 · · ·xn

R(n) =
y1 + y2 + · · ·+ yn

n
, S(n) = n

√
y1y2 · · · yn

このとき極限値 lim
n→∞

P (n)， lim
n→∞

Q(n)， lim
n→∞

R(n)， lim
n→∞

S(n) をそれぞれ求

めよ。 （東北大）

231 nを正の整数とする。k = 1, 2, 3, · · · , nに対して△AOBkを∠AOBk =

k
2n

π，OA = 1，OBk = k であるような三角形とし，その面積を Skとする。

(1) Sk を kと nを用いて表せ。

(2) 極限値 lim
n→∞

1
n2

n∑
k=1

Sk を求めよ。 （青山学院大）

230 x0 = 1，xn = 2より等差数列 {xn}の一般項が求まり，y0 = 1，yn = 2より等

比数列 {yn}の一般項が求まります。 lim
n→∞

Q(n)， lim
n→∞

S(n)については lim
n→∞

logQ(n)，

lim
n→∞

logS(n) を考えましょう。

231 lim
n→∞

1
n2

n∑
k=1

Sk = lim
n→∞

n∑
k=1

k
2n2 sin k

2n
π において，x は x = k

n
，x = k

2n
，

x = k
2n

π といった候補が考えられます。
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230 等差数列 {xk} の公差を d，等比数列 {yk} の公比を r とおくと

xk = 1 + dk, yk = rk

xn = yn = 2 より

1 + dn = 2, rn = 2 ∴ d = 1
n
, r = 2

1
n

よって，xk = 1 + k
n
，yk = 2

k
n となる。

P (n) について

P (n) = 1
n

n∑
k=1

xk = 1
n

n∑
k=1

(
1 + k

n

)
x = k

n
とおくと，

(∗)


k : 1 → nのとき x : 1

n
→ n

n
(= 1)であり，

n → ∞のときの xの変域は 0 5 x 5 1,

項数 nより，区間 0 5 x 5 1を n等分すると x = 1− 0
n

= 1
n

であるから

lim
n→∞

P (n) = lim
n→∞

n∑
k=1

(
1 + k

n

)
· 1
n

=

∫ 1

0

(1 + x) dx =

[
x+ 1

2
x2

]1

0

= 3
2

Q(n) = n
√
x1x2 · · ·xn については，両辺の自然対数をとると

logQ(n) = 1
n

n∑
k=1

log xk = 1
n

n∑
k=1

log
(
1 + k

n

)
x = k

n
とおくと (∗) が成り立つので

lim
n→∞

logQ(n) = lim
n→∞

n∑
k=1

log
(
1 + k

n

)
· 1
n

=

∫ 1

0

log(1 + x) dx

=

∫ 1

0

(1 + x)′ log(1 + x) dx

=

[
(1 + x) log(1 + x)

]1

0

−
∫ 1

0

(1 + x) · 1
1 + x

dx

= 2 log 2−
∫ 1

0

dx = log 4− 1 = log 4
e

対数関数の連続性より lim
n→∞

Q(n) = 4
e
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R(n) について

R(n) = 1
n

n∑
k=1

yk = 1
n

n∑
k=1

2
k
n

x = k
n
とおくと (∗) が成り立つので

lim
n→∞

R(n) = lim
n→∞

n∑
k=1

2
k
n · 1

n
=

∫ 1

0

2x dx =

[
2x

log 2

]1

0

= 2− 1
log 2

= 1
log 2

S(n) = n
√
y1y2 · · · yn については，両辺の自然対数をとると

logS(n) = 1
n

n∑
k=1

log yk = 1
n

n∑
k=1

k
n

log 2

x = k
n
とおくと (∗) が成り立つので

lim
n→∞

logS(n) = log 2 lim
n→∞

n∑
k=1

k
n

· 1
n

= log 2

∫ 1

0

x dx

= log 2

[
1
2
x2

]1

0

= 1
2
log 2 = log

√
2

対数関数の連続性より lim
n→∞

S(n) =
√
2

231 (1) Sk = 1
2

·OA ·OBk · sin∠AOBk = 1
2

· 1 · k · sin k
2n

π

= k
2

sin k
2n

π

(2)
1
n2

n∑
k=1

Sk = 1
n

n∑
k=1

k
2n

sin k
2n

π

x = k
2n
とおくと，k : 1 → n のとき x : 1

2n
→ n

2n

(
= 1

2

)
であり，n → ∞ の

ときの x の変域は 0 5 x 5 1
2
，項数 n より，区間 0 5 x 5 1

2
を n 等分すると

x =

1
2

− 0

n
= 1

2n
であるから

lim
n→∞

1
n2

n∑
k=1

Sk = 2 lim
n→∞

n∑
k=1

k
2n

sin k
2n

π · 1
2n

= 2

∫ 1
2

0

x sinπx dx

= 2 ·
(
− 1

π

)∫ 1
2

0

x(cosπx)′ dx

= − 2
π

[
x cosπx

] 1
2

0

+ 2
π

∫ 1
2

0

cosπx dx

= − 2
π
(0− 0) + 2

π

[
1
π

sinπx

] 1
2

0

= 2
π2 (1− 0) = 2

π2
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