
平均値の定理から Taylorの定理へ 1平均値の定理
∣∣∣ 1

平均値の定理からTaylorの定理へ

1 平均値の定理

平均値の定理を確認しておこう．

平均値の定理 (Lagrange)

関数 f(x)が閉区間 a 5 x 5 bで連続で，開区間 a < x < bで微分可能ならば，

f(b)− f(a)

b− a
= f ′(c) (a < c < b)

を満たす実数 cが少なくとも 1つ存在する．

この定理は図形的には，曲線 y = f(x)上に 2点A(a, f(a))，
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B(b, f(b))をとると，線分 ABと平行な接線が引けるような

点 Cが A，B間の曲線上に存在するということである．

証明は Rolleの定理を用いる．

Rolleの定理
関数F (x)が閉区間 a 5 x 5 bで連続で，開区間 a < x < b

で微分可能で，F (a) = F (b)ならば

F ′(c) = 0 (a < c < b)

を満たす実数 cが少なくとも 1つ存在する．

この定理の証明は認めることにして，平均値の定理の証明に入る．

まず，Rolleの定理の条件を満たす関数として F (a) = F (b)となる関数 F (x)をつくる．xを与

えたときの曲線上の点 (x, f(x))と直線 AB上の点 (x, m(x− a) + f(a))の y座標の差を考える．

すなわち

F (x) = f(x)− {m(x− a) + f(a)}

とする．ここでmは直線 ABの傾きでm =
f(b)− f(a)

b− a
である．定義から，当然

F (a) = F (b)(= 0)

である．計算して確かめておこう．

F (a) = f(a)−m(a− a)− f(a) = 0

F (b) = f(b)−m(b− a)− f(a) = f(b)− f(b)− f(a)

b− a
(b− a)− f(a) = 0

f(x) は閉区間 a 5 x 5 b で連続で，開区間 a < x < b で微分可能であるから，F (x) も閉区間

a 5 x 5 bで連続で，開区間 a < x < bで微分可能である．F (x)は Rolleの定理の条件をすべて満

たしているから

F ′(c) = 0 (a < c < b)を満たす実数 cが少なくとも 1つ存在する．

ここで

F ′(x) = f ′(x)−m

であるから

F ′(c) = 0 ⇐⇒ m = f ′(c) ⇐⇒ f(b)− f(a)

b− a
= f ′(c)

以上により，平均値の定理は成り立つ．
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• F (a) = F (b)であればいいので

F (x) = f(x)−mx+ma− f(a)

における定数項ma− f(a)を削除して，F (x)として

F (x) = f(x)−mx = f(x)− f(b)− f(a)

b− a
x

を用いてもよい．

解析概論 (高木貞治)では，次のようにして F (x)を定義している．

『 F (x) = f(x)−Axと置いて F (a) = F (b)になるように，定数Aを定めることができ

る. すなわち

f(a)−Aa = f(b)−Ab から A =
f(b)− f(a)

b− a
』

式を変形して，平均値の定理を次のように表すこともできる．

平均値の定理 (1)

関数 f(x)が閉区間 a 5 x 5 bで連続，開区間 a < x < bで微分可能ならば

f(b) = f(a)＋ f ′(c)(b− a) (a < c < b)

を満たす実数 cが少なくとも 1つ存在する．

さらに，b− a = h (xの増分), c− a
b− a

= θ (比率)とおくと

c = a+ θh, 0 < θ < 1

であり，平均値の定理 (1)は次のようにも表すことができる．

平均値の定理 (2)

関数 f(x)が閉区間 a 5 x 5 a+ hで連続，開区間 a < x < a+ hで微分可能ならば

f(a+ h) = f(a) + f ′(a+ θh)h (0 < θ < 1)

を満たす実数 θが少なくとも 1つ存在する．

次に積分の平均値の定理にも触れておこう．まずは，次の定理を示そう．これは高校で学ぶ積分

の平均値の定理の拡張になっており，後程使うことになる．

積分の平均値の定理の拡張

関数 f(x), φ(x)が閉区間 a 5 x 5 bで連続で，φ(x)が a 5 x 5 bで符号を変えない (φ(x) = 0

または φ(x) 5 0)ならば∫ b

a

f(x)φ(x) dx = f(c)

∫ b

a

φ(x) dx (a < c < b)

を満たす実数 cが少なくとも 1つ存在する．

φ(x) = 0のときを示すことにしよう．

f(x)の区間 a 5 x 5 bにおける最大値，最小値をそれぞれM, mとすると，a 5 x 5 bを満た

す任意の xに対して

m 5 f(x) 5 M
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である．φ(x) = 0より (φ(x) 5 0のときは不等号の向きに注意すると同じように証明できる)

mφ(x) 5 f(x)φ(x) 5 Mφ(x)

∴ m

∫ b

a

φ(x) dx 5
∫ b

a

f(x)φ(x) dx 5 M

∫ b

a

φ(x) dx

また，φ(x) = 0より

∫ b

a

φ(x) dx = 0である．∫ b

a

φ(x) dx = 0のとき，任意の x (a 5 x 5 b)に対して φ(x) = 0である．このとき

(左辺) =

∫ b

a

f(x)φ(x) dx =

∫ b

a

f(x)× 0 dx = 0

(右辺) =f(c)

∫ b

a

φ(x) dx = f(c)× 0 = 0

であり，任意の c (a < c < b)に対して定理は成り立つ．∫ b

a

φ(x) dx \= 0のとき，

∫ b

a

φ(x) > 0であり

m 5

∫ b

a

f(x)φ(x) dx∫ b

a

φ(x) dx

5 M

である．中間値の定理より

f(c) =

∫ b

a

f(x)φ(x) dx∫ b

a

φ(x) dx

(a < c < b)

を満たす cが少なくとも 1つ存在する．すなわち∫ b

a

f(x)φ(x) dx = f(c)

∫ b

a

φ(x) dx (0 < θ < 1)

を満たす実数 cが少なくとも 1つ存在する．

• この証明の中で連続関数についての 2つの定理が使われている．どちらも実数の連続性に関

わる定理であり，大学 (の数学科)で扱われる内容です．ここでは「関数が連続」とは「グラフ

はつながっている」ことだというイメージをもって，これらは正しいと認めておきましょう．

最大値・最小値の定理

関数 f(x)が閉区間 a 5 x 5 bで連続ならば，f(x)は閉区間 a 5 x 5 bで最大値と最小

値をとる．

中間値の定理

関数 f(x)が閉区間 a 5 x 5 bで連続で，f(a) \= f(b)ならば，f(a)と f(b)の間の任意の

値 kに対して

f(c) = k (a < c < b)

を満たす実数 cが少なくとも 1つ存在する．
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• 特に，φ(x) = 1のとき∫ b

a

φ(x) dx =

∫ b

a

dx =

[
1

]b
a

= b− a

であり，この定理は次のように表すことができます．これを通常は平均値の定理と呼んでい

ます．

積分の平均値の定理

関数 f(x)が閉区間 a 5 x 5 bで連続ならば∫ b

a

f(x) dx = f(c)(b− a) (a < c < b)

を満たす実数 cが少なくとも 1つ存在する．

B

a

A

bc1

f(c)

c2 c3 x

y

O

図形的には，左辺の定積分は曲線 y = f(x)(> 0とす

る)と x軸および 2直線 x = a, bで囲まれた図形の面積

であり，右辺は縦の長さ f(c), 横の長さ (b− a)の長方形

の面積と考えられる．この 2つの面積が等しくなる長方

形の縦の長さ f(c)を与える点 x = cが開区間 a < x < b

に必ず存在するというのが本定理である．

99年 京都大学 後期 理系 6

(1) f(x)は a 5 x 5 bで連続な関数とする．このとき， 1
b− a

∫ b

a

f(x) dx = f(c), a 5 c 5 b

となる cが存在することを示せ．

(2) y = sinxの 0 5 x 5 π
2
の部分と y = 1および y軸が囲む図形を，y軸のまわりに回

転して得られる立体を考える．この立体を y軸に垂直な n − 1個の平面によって各部分

の体積が等しくなるように n個に分割するとき，y = 1に最も近い平面の y座標を ynと

する．このとき， lim
n→∞

n(1− yn)を求めよ．

(1) 略 (2) 1− 8
π2
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2 Taylorの定理

それでは本題に入っていきましょう．関数 f(x)を級数展開することが目標です．すなわち

f(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + a3x

3 + · · ·+ anx
n + · · ·

と表すことが目標です．

まず，関数 f(x)は n回微分可能なものとする．平均値の定理 (2)(以後，これを平均値の定理と

呼ぶことにする)において θ = θ1 とすると

f(a+ h) = f(a) + f ′(a+ θ1h)h …… 1⃝

を満たす θ1 (0 < θ1 < 1)が少なくとも 1つ存在する．ここで，f ′(a+ θ1h)に対し平均値の定理を

用いると

f ′(a+ θ1h) = f ′(a) + f ′′(a+ θ2θ1h)θ1h …… 2⃝

を満たす θ2 (0 < θ2 < 1)が少なくとも 1つ存在する． 2⃝を 1⃝に代入すると
f(a+ h) = f(a) + {f ′(a) + f ′′(a+ θ2θ1h)θ1h}h

= f(a) + f ′(a)h+ f ′′(a+ θ2θ1h)θ1h
2 …… 3⃝

である．f ′′(a+ θ2θ1h)に対し平均値の定理を用いると

f ′′(a+ θ2θ1h) = f ′′(a) + f ′′′(a+ θ3θ2θ1h)θ2θ1h …… 4⃝

を満たす θ1 (0 < θ3 < 1)が少なくとも 1つ存在する． 4⃝を 3⃝に代入すると
f(a+ h) = f(a) + f ′(a)h+ f ′′(a)θ1h

2 + f ′′′(a+ θ3θ2θ1h)θ2(θ1)
2h3

である．これを n回微分が現れるまで繰り返すと

f(a+ h) =f(a) + f ′(a)h+ f ′′(a)θ1h
2 + f ′′′(a)θ2(θ1)

2h3 + · · ·
· · ·+ f (n)(a+ θn · · · θ3θ2θ1h)θn−1(θn−2)

2 · · · (θ1)n−1hn

である．ここで登場する θ1, · · · , θnは hが与えられると決まる値であるから，hを固定すると定

数である．c2, c3, · · · , cn を定数として f(a+ h)は

f(a+ h) = f(a) + f ′(a)h+ f ′′(a)c2h
2 + f ′′′(a)c3h

3 + · · ·+ f (n)(a+ θh)cnh
n

と表すことができる．ここで θ(= θn−1(θn−2)
2 · · · (θ1)n−1)は hによって決まる 0 < θ < 1を満た

す値である．a+ h = xとおくと

f(x) =f(a) + f ′(a)(x− a) + f ′′(a)c2(x− a)2 + f ′′′(a)c3(x− a)3 + · · ·
· · ·+ f (n)(a+ θ(x− a))cn(x− a)n

である．c2, c3, · · · , cn を求めよう．f(x)を n回微分すると

f ′(x) = f ′(a) + 2f ′′(a)c2(x− a) + 3f ′′′(a)c3(x− a)2 + · · ·
· · ·+ nf (n)(a+ θ(x− a))cn(x− a)n−1

f ′′(x) = 2f ′′(a)c2 + 3 · 2f ′′′(a)c3(x− a) + · · ·
· · ·+ n(n− 1)f (n)(a+ θ(x− a))cn(x− a)n−2

f ′′′(x) = 3!f ′′′(a) · c3 + · · ·
· · ·+ n(n− 1)(n− 2)f (n)(a+ θ(x− a))cn(x− a)n−3

· · ·
f (n−1)(x) = (n− 1)!cn−1 + n(n− 1)(n− 2) · · · 3 · 2f (n)(a+ θ(x− a))cn(x− a)

f (n)(x) = n!f (n)(a+ θ(x− a))cn



平均値の定理から Taylorの定理へ 2平均値の定理
∣∣∣ 6

であり，各式において x = aとすると

f ′(a) = f ′(a)

f ′′(a) = 2f ′′(a)c2 ∴ c2 = 1
2

f ′′′(a) = 3!f ′′′(a)c3 ∴ c3 = 1
3!

· · ·

fn−1(a) = (n− 1)!f (n−1)(a)cn−1 ∴ cn−1 = 1
(n− 1)!

fn(a) = n!f ′(a)cn ∴ cn = 1
n!

であるから

f(x) = f(a)+f ′(a)(x− a) +
f ′′(a)

2
(x− a)2 +

f ′′′(a)

3!
(x− a)3 + · · ·

· · ·+ f (n−1)(a)

(n− 1)!
(x− a)n−1 +

f (n)(a+ θ(x− a))

n!
(x− a)n

である．

Taylorの定理が得られた．

Taylorの定理 (1)

f(x)はある区間において n回まで微分可能な関数とする．aがある区間の定点で，xが任意の

点であるとき

f(x) = f(a)+f ′(a)(x− a) +
f ′′(a)

2
(x− a)2 +

f ′′′(a)

3!
(x− a)3 + · · ·

· · ·+ f (n−1)(a)

(n− 1)!
(x− a)n−1 +

f (n)(a+ θ(x− a))

n!
(x− a)n

である．ただし 0 < θ < 1である．

a + θ(x − a) は a と x の間 (両端の a, x は除く) の値であり，
f (n)(a+ θ(x− a))

n!
(x− a)nは

Lagrangeの剰余項と呼ばれている．

もう一つ Taylorの定理の別証明を示しておこう．

f(x)はある区間において n回微分可能で f (n)(x)は連続な関数とする．

まず定積分の定義より

f(b)− f(a) =

[
f ′(t) dt

]b
a

=

∫ b

a

f ′(t) dt

である．次にこれを部分積分する．このとき

∫
1 dt = −(b− t) +C (C は積分定数)であることに

注意するとすると
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f(b)− f(a)

=

[
1 · f ′(t) dt

]b
a

=

[
− (b− t)f ′(t)

]b
a

+

∫ b

a

(b− t)f ′′(t) dt

=(b− a)f ′(a) +

{[
− (b− t)2

2
f ′′(t)

]b
a

+

∫ b

a

(b− t)2

2
f ′′′(t) dt

}

=(b− a)f ′(a) +
(b− a)2

2
f ′′(a)

+

{[
− (b− t)3

3!
f ′′′(t)

]b
a

+

∫ b

a

(b− t)3

3!
f (4)(t) dt

}

=(b− a)f ′(a) +
(b− a)2

2
f ′′(a) +

(b− a)3

3!
f ′′′(a)

+

{[
− (b− t)4

4!
f (4)(t)

]b
a

+

∫ b

a

(b− t)4

4!
f (5)(t) dt

}
= · · ·

=(b− a)f ′(a) +
(b− a)2

2
f ′′(a) +

(b− a)3

3!
f ′′′(a) + · · ·

· · ·+

{[
− (b− t)n−1

(n− 1)!
f (n−1)(t)

]b
a

+

∫ b

a

(b− t)n−1

(n− 1)!
f (n)(t) dt

}

=(b− a)f ′(a) +
(b− a)2

2
f ′′(a) +

(b− a)3

3!
f ′′′(a) + · · ·

· · ·+ (b− a)n−1

(n− 1)!
f (n−1)(a) +

∫ b

a

(b− t)n−1

(n− 1)!
f (n)(t) dt

b = xとおくと

f(x) = f(a) + f ′(a)(x− a) +
f ′′(a)

2
(x− a)2 +

f ′′′(a)

3!
(x− a)3 + · · ·

· · ·+ f (n−1)(a)

(n− 1)!
(x− a)n−1 +

∫ x

a

(x− t)n−1

(n− 1)!
f (n)(t) dt

Taylorの定理 (2)

f(x)はある区間において n回まで微分可能で f (n)(x)は連続な関数とする．aがある区間の定

点で，xが任意の点であるとき

f(x) = f(a) + f ′(a)(x− a) +
f ′′(a)

2
(x− a)2 +

f ′′′(a)

3!
(x− a)3 + · · ·

· · ·+ f (n−1)(a)

(n− 1)!
(x− a)n−1 +

∫ x

a

(x− t)n−1

(n− 1)!
f (n)(t) dt

である．

Taylor展開したときの剰余項 Rn は積分で表すと

Rn =

∫ x

a

(x− t)n−1

(n− 1)!
f (n)(t) dt
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である．

Taylorの定理において，f(x)が∞回微分可能で，区間内のすべての xについて

lim
n→∞

Rn = 0

ならば

f(x) = f(a)+ f ′(a)(x−a)+
f ′′(a)

2
(x−a)2+ · · ·+ f (n)(a)

n
(x−a)n+ · · · …… 1⃝

として，f(x)は無限級数の形で表すことができる．これを Taylor級数という．特に，a = 0のと

きの無限級数

f(x) = f(0) + f ′(0)x+
f ′′(0)

2
x2 + · · ·+ f (n)(0)

n
xn + · · · …… 2⃝

をMaclaurin級数と呼ばれている．これは解析学の重要な結果である．

• 剰余項
∫ x

a

(x− t)n−1

(n− 1)!
f (n)(t) dtと Lagrangeの剰余項

f (n)(a+ θ(x− a))

n!
(x− a)nが一致す

ることを確かめておこう．

a 5 t 5 xより (x− t)n−1 = 0である．積分の平均値の定理の拡張より∫ x

a

(x− t)n−1

(n− 1)!
f (n)(t) dt =

f (n)(c)

(n− 1)!

∫ x

a

(x− t)n−1 dt (a < c < x)

を満たす cが少なくとも 1つ存在する．積分を実行すると∫ x

a

(x− t)n−1 dt =

[
− (x− t)n

n

]x
a

=
(x− a)n

n

であり，cは c = a+ θ(x− a) (0 < θ < 1)と表すことができるから∫ x

a

(x− t)n−1

(n− 1)!
f (n)(t) dt =

f (n)(c)

(n− 1)!
× (x− a)n

n

=
f (n)(a+ θ(x− a))

n!
(x− a)n

示された．
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3 応用

(例 1) f(x)が n次の多項式のとき，f (n+1)(x) = 0より，任意の xに対し

Rn =
f (n)(a+ θ(x− a))

n!
(x− a)n = 0

であり，Taylor級数 1⃝は f(x)の (x− a)による n次の展開式を与える．

15年 大阪経大 (推薦)

a, b, c, d を定数とし，

a(x+ 2)3 + b(x+ 2)2 + c(x+ 2) + d = 2x3 − x2 − 3x+ 4

がどのような xの値に対しでも成り立つとする．このとき，

a = ア ，b = イ , c = ウ , d = エ

である．

【解答】 恒等式の頻出問題．数学 IIまでの範囲で解くなら (解法 1)，(解法 2)があります．

(解法 1) 左辺を展開して係数比較する．

(解法 2) 4つの値を代入し必要条件として a, b, c, dを求め，十分であることを確かめる．

a = 2, b = −13, c = 25, d = −10 ……（答）

が得られる．ここでは Taylor級数 1⃝を用いた解答を示しておく．
(解法 3) f(x) = 2x3 − x2 − 3x+ 4とおくと，f(−2) = −10

f ′(x) = 6x2 − 2x− 3 より f ′(−2) = 25

f ′′(x) = 12x− 2 より f ′′(−2) = −26

f ′′′(x) = 12 より f ′′′(−2) = 12

よって

f(x) = f(−2) + f ′(−2)(x+ 2) +
f ′′(−2)

2
(x+ 2)2 +

f ′′′(−2)

3!
(x+ 2)3

= −10 + 25(x+ 2) + −26
2

(x+ 2)2 + 12
3!

(x+ 2)3

= 2(x+ 2)3 − 13(x+ 2)2 + 25(x+ 2)− 10

• Taylor級数 1⃝を意識しなくても，微分を繰り返すことにより a, b, c, dを求めることはでき

ます．

まず，与えられた等式において，x = −2を代入し，dを決め，

次に，等式を微分し，x = −2を代入して，cを決める．

さらに，等式を微分し，x = −2を代入して，bを決める．

もう一度等式を微分し，x = −2を代入して，aを決める，でもいいですね．
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(例 2) ex の級数展開

ex = 1 + x+ x2

2!
+ x3

3!
+ · · ·+ xn

n!
+ · · · (−∞ < x < ∞)

f(x) = ex とおくと，すべての nに対して f (n)(x) = ex であり，f (n)(0) = e0 = 1であるから，

Taylorの定理 (1)において a = 0とすると

ex = 1 + x+ x2

2!
+ x3

3!
+ · · ·+ xn−1

(n− 1)!
+Rn

であり

Rn =
f (n)(θx)

n!
xn = eθx

n!
xn (0 < θ < 1)

である．ここで

|Rn| = eθx

n!
|xn| 5 ex

n!
|x|n (等号成立は x = 0のときのみ)

任意の xに対して lim
n→∞

|x|n
n!

= 0が成り立つ (証明は下記参照)から

lim
n→∞

|Rn| = 0

よって，任意の xに対して

ex = 1 + x+ x2

2!
+ x3

3!
+ · · ·+ xn

n!
+ · · ·

が成り立つ．

• lim
n→∞

|x|n
n!

= 0の証明

|x|n
n!

=
|x|
1

|x|
2

|x|
3

|x|
4

· · · |x|
n

kを k > 2|x|を満たす自然数とすると， |x|
k

< 1
2
であり

|x|n
n!

=
|x|
1

|x|
2

|x|
3

|x|
4

· · · |x|
k

|x|
k + 1

|x|
k + 2

· · · |x|
n

<
|x|
1

|x|
2

|x|
3

|x|
4

· · · |x|
k

|x|
k

|x|
k

· · · |x|
k

<
|x|
1

|x|
2

|x|
3

|x|
4

· · · |x|
k

1
2

1
2

· · · 1
2︸ ︷︷ ︸

n−k 個

=
|x|k
k!

1
2n−k

=
|x|k2k
k!

1
2n

|x|k2k
k!

は nに無関係な値であるから

0 <
|x|n
n!

<
|x|k2k
k!

1
2n

→ 0 (n → 0)

ハサミウチの原理より

lim
n→∞

|x|n
n!

= 0

である．
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(例 3) sinx, cosxの級数展開

sinx = x− x3

3!
+ x5

5!
−+ · · · (−∞ < x < ∞)

cosx = 1− x2

2!
+ x4

4!
−+ · · · (−∞ < x < ∞)

f(x) = sinxとおくと

f ′(x) = cosx, f ′′(x) = − sinx, f ′′′(x) = − cosx, f (4)(x) = sinx, f (5)(x) = cosx, · · ·

f (n)(x) =

{
(−1)

n−1
2 cosx (n が奇数のとき)

(−1)
n
2 sinx (n が偶数のとき)

∴ f (n)(0) =

{
(−1)

n−1
2 (n が奇数のとき)

0 (n が偶数のとき)

Taylorの定理 (1)において a = 0とおくと

sinx = 0 + x+ 0− x3

3!
+ 0 + x5

5!
+ · · ·+Rn

= x− x3

3!
+ x5

5!
−+ · · ·+Rn

である．nは奇数としてよいから

Rn =
f (n)(θx)

n!
xn =

(−1)
n−1
2 cos θx

n!
xn (0 < θ < 1)

ここで

|Rn| =
| cos θx|

n!
|xn| 5 |x|n

n!

任意の xに対して lim
n→∞

|x|n
n!

= 0 が成り立つから lim
n→∞

|Rn| = 0

よって，任意の xに対して

sinx = x− x3

3!
+ x5

5!
−+ · · ·

が成り立つ．

同様にして，任意の xに対して

cosx = 1− x2

2!
+ x4

4!
−+ · · ·

である．

• 実は (例 2)，(例 3)は複素数の世界でも成り立つ．x = iθとすると

eiθ = 1 + iθ +
(iθ)2

2!
+

(iθ)3

3!
+ · · ·+ (iθ)n

n!
+ · · ·

=

(
1− θ2

2!
+ θ4

4!
−+ · · ·

)
+ i

(
θ − θ3

3!
+ θ5

5!
−+ · · ·

)
= cos θ + i sin θ

この等式は Eulerの公式と呼ばれている．指数関数と三角関数が複素数の世界では等式とし

てつながっているわけです．特に，θ = πとすると，1, i, π, eの間の美しい関係式

eiπ = −1

が得られます．
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(例 4) Newtonの二項定理

αが正の整数でないとき

(1 + x)α = 1 + αx+
α(α− 1)

2
x2 +

α(α− 1)(α− 2)

3!
x3 + · · ·

· · ·+ α(α− 1) · · · (α− n+ 1)

n!
xn + · · · (−1 < x < 1)

f(x) = (1 + x)α とおくと

f ′(x) = α(1+x)α−1, f ′′(x) = α(α−1)(1+x)α−2, f ′′′(x) = α(α−1)(α−2)(1+x)α−3, · · ·

であり

f (n)(x) = α(α− 1)(α− 2) · · · (α− n+ 1)(1 + x)α−n(
α
n

)
=

α(α− 1)(α− 2) · · · (α− n+ 1)

n!
とおくと

(1 + x)α = 1 +

(
α
1

)
x+

(
α
2

)
x2 + · · ·+Rn

である．剰余項 Rn の評価は級数論の準備が必要である．結論をかくと

|x| < 1 ならば lim
n→∞

Rn = 0

であり

(1 + x)α = 1 +

(
α
1

)
x+

(
α
2

)
x2 + · · ·+

(
α
n

)
xn + · · ·

が成り立つ．

• 実は，αの値により xの範囲は微妙に変わる．

α が整数以外の正の実数のとき − 1 5 x 5 1，

−1 < α < 0 のとき − 1 < x 5 1，

α 5 −1 のとき − 1 < x < 1

といった具合である．

• αが自然数mであれば，m+1回微分すると任意の xに対して f (m+1)(x) = 0であり，Taylar

展開はm+ 1個の和として表すことができる．すなわち

(1 + x)m = 1 +

(
m
1

)
x+

(
m
2

)
x2 + · · ·+

(
m
m

)
xm

である．ここで(
m
k

)
=

m(m− 1)(m− 2) · · · (m− k + 1)

k!
= m!

(m− k)!k!

であり，高校の教科書では，最後の式
m!

(m− k)!k!
は組合せ mCk として表記している．

(1 + x)m = mC0 + mC1x+ mC2x
2 + · · ·+ mCmxm

である．したがって，これは高校で学ぶ二項定理そのものである．このときの xは任意である．


