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正N 角形の頂点に 0, 1, · · · , N − 1と時計まわりに番号がつけてある．頂点 0を

出発点とし，サイコロを投げて出た目の数だけ頂点を時計まわりに移動し，着いた頂

点の番号をX とする．次にもう 1度サイコロを投げて出た目の数だけ，頂点X から

時計まわりに移動し，着いた頂点の番号を Y とする．

このようにして定めた確率変数X, Y について

(1) N = 5, 6のそれぞれの場合について，X と Y は互いに独立か．

(2) X, Y が互いに独立となるN (N ≧ 3)をすべて定めよ．

ただし，確率変数X, Y が互いに独立であるとは，X = iとなる確率 P (X = i) と

X = iかつ Y = j となる確率 P (X = i, Y = j) との間に，次の等式 (∗)が任意の
i, j (0 ≦ i, j ≦ N − 1)について成り立つことである．

(∗) P (X = i, Y = j) = P (X = i)P (Y = j)

(90 京都大 理系 5)

【答】

(1) N = 5のとき，独立でない．N = 6のとき，独立である．
(2) N = 3, 6

【解答】

(1) ( i ) N = 5のとき 0

1

23

4

X = 1となるのは，1回目に 1または 6の目が出るときの
2通りがあることに注意すると，X の確率分布は下表となる．

X 0 1 2 3 4

P (X) 1
6

2
6

1
6

1
6

1
6

また，Y = j (0 ≦ j ≦ 4)となるのは，X = 0, 1, 2, 3, 4に
応じて 2回目の目の出方が決まる．
例えば，j = 0のときは

P (Y = 0) = 1
6

· 1
6

+ 2
6

· 1
6

+ 1
6

· 1
6

+ 1
6

· 1
6

+ 1
6

· 2
6

= 7
36

である．これより

∴ P (X = 0)P (Y = 0) = 1
6

· 7
36

= 7
216

である．一方

P (X = 0, Y = 0) = 1
6

· 1
6

= 1
36

であるから

P (X = 0, Y = 0) \= P (X = 0)P (Y = 0)

である．よって，X と Y は独立でない． ……（答）
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(ii) N = 6のとき
どの頂点に移動するときも目の出方は 1通りであるから，X
の確率分布は下表となる．

0

1

2

3

4

5
X 0 1 2 3 4 5

P (X) 1
6

1
6

1
6

1
6

1
6

1
6

Y = j (0 ≦ j ≦ 5) となるのは，X = 0, 1, · · · , 5 のいずれ
に対しても 2回目の目の出方は 1通りに決まるから

P (Y = j) = 1 · 1
6

= 1
6

であり，Y の確率分布は下表となる．

Y 0 1 2 3 4 5

P (Y ) 1
6

1
6

1
6

1
6

1
6

1
6

よって，任意の i, j (0 ≦ i, j ≦ 5)に対して

P (X = i, Y = j) = 1
6

· 1
6

= 1
36

,

P (X = i)P (Y = j) = 1
6

· 1
6

= 1
36

であり

P (X = i, Y = j) = P (X = i)P (Y = j)

が成り立つから，X と Y は独立である． ……（答）
(2) ( i ) n = 3のとき

どの頂点に移動するときも目の出方は 2通りであるから，X
の確率分布は下表となる．

0

12

X 0 1 2

P (X) 1
3

1
3

1
3

Y = j (0 ≦ j ≦ 2)となるのは，X = 0, 1, 2のいずれに対し
ても 2回目の目の出方は 2通りに決まるから

P (Y = j) = 1 · 1
3

= 1
3

であり，Y の確率分布は下表となる．

Y 0 1 2

P (Y ) 1
3

1
3

1
3

よって，任意の i, j (0 ≦ i, j ≦ 2)に対して

P (X = i, Y = j) = 1
3

· 1
3

= 1
9
,

P (X = i)P (Y = j) = 1
3

· 1
3

= 1
9

であり

P (X = i, Y = j) = P (X = i)P (Y = j)

が成り立つから，X と Y は独立である．
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(ii) N = 4のとき
0

1

2

3

X = 1となるのは，1回目に 1または 5の目が出るときの
2通り，X = 2となるのは，1回目に 2または 6の目が出ると
きの 2通りがあるから，X の確率分布は下表となる．

X 0 1 2 3

P (X) 1
6

2
6

2
6

1
6

Y = 0となるのは，(X = 0, 1, 2, 3)に応じて 2回目の目の
出方を考えると

P (Y = 0) = 1
6

· 1
6

+ 2
6

· 1
6

+ 2
6

· 2
6

+ 1
6

· 2
6

= 9
36

P (X = 0, Y = 0) = 1
6

· 1
6

である．

P (X = 0, Y = 0) \= P (X = 0)P (Y = 0)

であるから，X と Y は独立でない．
(iii) N ≧ 7のとき

X 0 1 2 · · · 6 7 · · · N − 1

P (X) 0 1
6

1
6

· · · 1
6

0 · · · 0

P (X = 1) = 1
6

P (Y = 6) = 5
6

· 1
6

= 5
36

(∵ 1回目は 6以外の目が出る)

P (X = 1, Y = 6) = 1
6

· 1
6

= 1
36

したがって，P (X = 1, Y = 1) \= P (X = 1)P (Y = 1)であるから

X と Y は独立でない．

以上より，X, Y が互いに独立となる N のすべての値は

N = 3, 6 ……（答）

である．


