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N を自然数とし，ϕ(N)をN より小さくかつN と互いに素な自然数の総数とする．

すなわち

ϕ(N) = #{n |nは自然数, 1 ≦ n < N, gcd(N, n) = 1}

で，オイラー関数と呼ばれている．ここに gcd(a, b)は aと bの最大公約数を，#A

は集合 Aの要素の総数を意味する．例えば，

ϕ(6) = #{1, 5} = 2, ϕ(15) = #{1, 2, 4, 7, 8, 11, 13, 14} = 8

である．このとき以下の問いに答えよ．

(1) pと qを互いに異なる素数としN = pqとおく．

( i ) N より小さい自然数 nで，gcd(N, n) \= 1となるものを全て求めよ．

(ii) ϕ(N)を求めよ．

(2) pと q を互いに異なる素数とし N = pq とおく．今 N と ϕ(N)があらかじめわ

かっているとき，pと qを解としてもつ二次方程式をN や ϕ(N)等を用いて表せ．

(3) N = 84773093および ϕ(N) = 84754668であるとき，N = pq (p > q)となる素

数 pおよび qを求めよ (求めた pおよび qが素数であることを示さなくてよい)．

ただし，必要に応じて以下の数表を使ってもよい．

3202 = 102400; 3222 = 103684; 3242 = 104976;
3262 = 106276; 3282 = 107584; 3302 = 108900

(06 横浜市大 医 2)

【答】

(1) ( i ) p, 2p, · · · , (q − 1)p, q, 2q, · · · , (p− 1)q
(ii) ϕ(N) = (p− 1)(q − 1)

(2) x2 − {N + 1− ϕ(N)}x+N = 0

(3) p = 9539，q = 8887

【解答】

(1) p, q は互いに異なる素数である．

( i ) N = pq より小さい自然数 nで gcd(pq, n) \= 1 となるものは，n が p の倍数か，また
は q の倍数である．求める自然数 nは

p, 2p, · · · , (q − 1)p, q, 2q, · · · , (p − 1)q ……（答）

であり，これらはすべて異なる．
• p, 2p, · · · , (q − 1)p, q, 2q, · · · , (p− 1)q はすべて異なることを示す．

p, 2p, · · · , (q− 1)pはすべて異なり，q, 2q, · · · , (p− 1)qもすべて異なる．次に

ap = bq (1 ≦ a ≦ q − 1, 1 ≦ b ≦ p− 1)

を満たす整数 a, bが存在すると仮定すると
p
q

= b
a

となり，pと q が互いに素であることに反する．
よって，p, 2p, · · · , (q − 1)p, q, 2q, · · · , (p− 1)q はすべて異なる．
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(ii) N = pq より小さい自然数は N − 1個あり，この中から gcd(pq, n) \= 1となるものを
除く．( i )より

ϕ(N) = ϕ(pq)

= (pq − 1)− {(q − 1) + (p− 1)}
= pq − q − p+ 1

= (p − 1)(q − 1) ……（答）

(2) pq = N であり，また (1)(ii)より

p+ q = pq + 1− ϕ(pq) = N + 1− ϕ(N)

と表されるので，p, q を解としてもつ 2次方程式のひとつは

x2 − (N + 1 − ϕ(N))x + N = 0 ……（答）

である．

• k \= 0である任意の k に対して

k{x2 − (N + 1− ϕ(N))x+N} = 0

は p, q を解としてもつ 2次方程式である．

(3) N = 84773093, ϕ(N) = 84754668 であるとき，(2)で導いた 2次方程式は

x2 − 18426x+ 84773093 = 0

であり，解の公式を用いると

x = 9213±
√

92132 − 84773093

= 9213±
√
84879369− 84773093

= 9213±
√
106276

= 9213± 326 (∵ 106276 = 3262)

= 9539, 8887

となる．p > q より

p = 9539, q = 8887 ……（答）

である．


