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2次方程式 x2 − 3x+ 5 = 0 の 2つの解 α, β に対し，αn + βn − 3n はすべての正

の整数 n について 5の整数倍になることを示せ．

(13 東京工大 1(1))

【答】 略

【解答】
α, β は 2次方程式 x2 − 3x+ 5 = 0 の 2つの解であるから，解と係数の関係より{

α+ β = 3 …… 1⃝
αβ = 5 …… 2⃝

である．P (k) = αk + βk − 3k とおく．

P (k) = (α+ β)(αk−1 + βk−1)− αβ(αk−2 + βk−2)− 3k …… 3⃝

であることを利用して，すべての正の整数 nに対して

P (n)が 5の倍数である …… (∗)
ことを数学的帰納法で示す．

( i ) n = 1, 2 のとき

P (1) = α1 + β1 − 31 = 3− 3 = 0 (∵ 1⃝)

P (2) = α2 + β2 − 32 = (α+ β)2 − 2αβ − 9

= 32 − 2 · 5− 9 (∵ 1⃝, 2⃝)

= −10

= 5(−2)

n = 1, 2のとき (∗)は成り立つ．
(ii) n = k, k + 1 のとき (∗)が成り立つと仮定すると

P (k + 2) = 3{P (k + 1) + 3k+1} − 5{P (k) + 3k} − 3k+2

(∵ 3⃝ の k を k + 2とした)

= 3P (k + 1) + 9 · 3k − 5P (k)− 5 · 3k − 9 · 3k

= 3P (k + 1)− 5P (k)− 5 · 3k

帰納法の仮定より，P (k+ 1), P (k)は 5の倍数であり，5 · 3k も 5の倍数であるから，右辺
は 5の倍数であり，n = k + 2のときも (∗)は成り立つ．
以上 ( i )，(ii)から，すべての正の整数 nに対して (∗)は成り立つ．

• P (k+2) = 3P (k+1)− 5{P (k)+3k}なので，帰納法の仮定は n = k+1のときだけで
十分なのでは，と思うかもしれない．しかしそれでは，P (k)が整数である保証はない．
帰納法が機能するためには n = k, k + 1に対する仮定が必要である．

• α, β は 2次方程式 x2 − 3x+ 5 = 0 の 2つの解であるから

α2 − 3α+ 5 = 0,

β2 − 3β + 5 = 0

が成り立つ．それぞれに αn, βn をかけると

αn+2 − 3αn+1 + 5αn = 0,

βn+2 − 3βn+1 + 5βn = 0

であり，辺々加えると

(αn+2 + βn+2)− 3(αn+1 + βn+1) + 5(αn + βn) = 0

を得る．P (n) = αn + βn − 3n とおくと，αn + βn = P (n) + 3n であるから

(P (n+ 2) + 3n+2)− 3(P (n+ 1) + 3n+1) + 5(P (n) + 3n) = 0

P (n+ 2) = 3P (n+ 1)− 5P (n)− 5 · 3n

が得られる．後は解答と同じように数学的帰納法を用いればよい．


