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実数 a に対して

f(x) = 2x3 − 9ax2 + 12a2x

とおく．定義域を {x |x ≦ 1 または x ≧ 4} とする関数 y = f(x) が逆関数を持つよ

うな a の範囲を求めよ．

(16 滋賀医大 4(1))

【答】 a = 0 または 1 ≦ a < 7
4

【解答】
f(x) = 2x3 − 9ax2 + 12a2x (x ≦ 1 または 4 ≦ x)

y = f(x)が逆関数をもつ条件は，値域内の y となる xがただ 1つ存在することである．

f ′(x) = 6x2 − 18ax+ 12a2

= 6(x− a)(x− 2a)

( i ) a = 0のとき

f ′(x) = 6x2 ≧ 0であり，f(x)は単調増加である．したがって，f(x)は −∞ < x < +∞
の範囲で逆関数をもつから，「x ≦ 1 または 4 ≦ x」の範囲でも f(x)は逆関数をもつ．

(ii) a > 0 のとき

x · · · a · · · 2a · · ·

f ′(x) + 0 − 0 +

f(x) 5a3 4a3

y = f(x)が逆関数をもつ条件は，f(x)が「x ≦ 1 または 4 ≦ x」の範囲で単調増加となり，
f(1) < f(4)となることである．{

1 ≦ a < 2a ≦ 4

f(1) < f(4)
∴ (∗)

{
1 ≦ a ≦ 2

f(4)− f(1) > 0

ここで

f(4)− f(1) = (128− 144a+ 48a2)− (2− 9a+ 12a2)

= 126− 135a+ 36a2

= 9(4a2 − 15a+ 14)

= 9(4a− 7)(a− 2)

であり，(∗)を満たす aの値の範囲は

1 ≦ a < 7
4

である．
(iii) a < 0 のとき

y = f(x)

2a

4a3

a

5a3

x

y

O

x · · · 2a · · · a · · ·

f ′(x) + 0 − 0 +

f(x) 4a3 5a3

f(2a) = 4a3 < 0 = f(0) < f(1)

であることに注意すると，5a3 < y < 4a3 を満たす y に対して，x
は 3個存在するから，関数 y = f(x)は逆関数をもたない．

以上 ( i )，(ii)，(iii)より，求める aの範囲は

a = 0 または 1 ≦ a < 7
4

……（答）

である．


