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連立漸化式

各項が正の数である 2つの数列 {an}, {bn} は

a1 = 1, b1 = e, an+1 = an
5 · bn3, bn+1 =

bn
an

(n = 1, 2, 3, · · ·)

を満たすとする．ただし，e は自然対数の底とする．

(1) cn = log an, dn = log bn とおく．ただし，対数は自然対数とする．

cn+1 + αdn+1 = β(cn + αdn)

を満たす定数 α, β の組をすべて求めよ．

(2) 数列 {an}, {bn} の一般項を求めよ．
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【答】

(1) (α, β) = (1, 4), (3, 2)

(2) an = e3·2
n−2(2n−1−1), bn = e2

n−2(3−2n−1)

【解答】
a1 = 1, b1 = e

(∗)

an+1 = an
5 · bn3

bn+1 =
bn
an

(n ≧ 1)

(1) a1 > 0, b1 > 0 かつ (∗) であるから，数学的帰納法により，すべての自然数 n に対して
a > 0, b > 0が成り立つ．(∗)の辺々の対数をとることができ，このとき (∗)は{

log an+1 = 5 log an + 3 log bn

log bn+1 = − log an + log bn

となり，cn = log an, dn = log bn とおくと{
cn+1 = 5cn + 3dn

dn+1 = −cn + dn
…… 1⃝

となる．次に

cn+1 + αdn+1 = β(cn + αdn)

を満たす定数 α, β の組を求める．左辺に 1⃝を代入すると

cn+1 + αdn+1 = (5cn + 3dn) + α(−cn + dn)

= (5− α)cn + (3 + α)dn

∴ (5− α)cn + (3 + α)dn = β(cn + αdn)

すべての自然数 nに対して成り立つ条件は{
5− α = β

3 + α = αβ
⇐⇒

{
β = 5− α

3 + α = α(5− α)
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第 2式を解くと

α2 − 4α+ 3 = 0

(α− 1)(α− 3) = 0

∴ α = 1, 3

よって

(α, β) = (1, 4), (3, 2) ……（答）

である．
(2) まず，対数の底は eであるから

c1 = log 1 = 0, d1 = log e = 1

である，また，(1)の α, β に対して，数列 {cn + αdn} は公比 β の等比数列であるから

cn + αdn = (c1 + αd1)β
n−1 = α · βn−1

である．(α, β) = (1, 4), (3, 2)より

cn + dn = 4n−1 …… 2⃝

cn + 3dn = 3 · 2n−1 …… 3⃝

が成り立つ． 2⃝, 3⃝を連立すると

cn = 1
2
(3 · 4n−1 − 3 · 2n−1) = 3 · 2n−2(2n−1 − 1)

dn = 1
2
(3 · 2n−1 − 4n−1) = 2n−2(3− 2n−1)

cn = log an, dn = log bn より

an = ecn = e3·2n−2(2n−1−1) ……（答）

bn = edn = e2n−2(3−2n−1) ……（答）

である．


