
1

中心が原点 O で半径が a の定円 C1 上を，半径
a
4
の円 C2 が内接しながらすべ

ることなく回転する．円 C2 上の点 P は最初に点 A(a, 0) にあるとする．円 C2 の

中心を B とするとき，以下の問いに答えなさい．

(1) ∠AOB = θ とする．
#   »

BP を a, θ で表しなさい．

(2)
#   »

OP を a, θ で表しなさい．

(3) 0 ≦ θ ≦ 2π のとき，動点 P が移動する距離を求めなさい．

(16 大分大 医 3)

【答】

(1)
#   »
BP = a

4

(
cos 3θ
− sin 3θ

)
(2)

#   »
OP = a

(
cos3 θ
sin3 θ

)
(3) 6a

【解答】

(1) 2つの円の接点を Tとすると，

(

AT =

(

PTであるから

A

T
B

Pθ

4θ

a

a

x

y

O

aθ = a
4
∠PBT ∴ ∠PBT = 4θ

である．
BP = a

4
より

#   »
BP = a

4

(
cos(θ − 4θ)
sin(θ − 4θ)

)
= a

4

(
cos 3θ
− sin 3θ

)
……（答）

である．

(2) OB = 3
4
a であるから

#   »
OP =

#   »
OB+

#   »
BP

= 3
4
a

(
cos θ
sin θ

)
+ a

4

(
cos 3θ
− sin 3θ

)
= a

4

(
3 cos θ + (4 cos3 θ − 3 cos θ)
3 sin θ − (3 sin θ − 4 sin3 θ)

)
= a

(
cos3 θ
sin3 θ

)
……（答）

である．
(3) (2)より点 Pの座標を (x, y)とすると{

x = a cos3 θ

y = a sin3 θ

であり，動点 Pが移動する距離 Lは

L =

∫ 2π

0

√(
dx
dθ

)2

+
(
dy
dθ

)2

dθ



2

である．ここで

dx
dθ

= −3a cos2 θ sin θ,
dy
dθ

= 3a sin2 θ cos θ

であり (
dx
dθ

)2

+
(
dy
dθ

)2

= (−3a cos2 θ sin θ)2 + (3a sin2 θ cos θ)2

= 9a2 sin2 θ cos2 θ(cos2 θ + sin2 θ)

= 9
4
a2 sin2 2θ

であるから

L =

∫ 2π

0

3
2
a| sin 2θ| dθ = 3

2
a× 4

∫ π
2

0

sin 2θ dθ

= 6a
[
− cos 2θ

2

]π
2

0

= 6a ……（答）

である．

• この曲線はアステロイド (星芒形)と呼ばれており，概形は下図の太線部分である．
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