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一辺の長さ 1の正五角形 OABCDについて，OB と O
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#»
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#»
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#»
y

k
#»
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DC は平行である．
#    »

OA =
#»

a，
#   »

OB =
#»

b，
#    »

OC =
#»

x，
#    »

OD =
#»

y，
#   »

DC =

k
#»

b (kは実数) とするとき，次の各問に答えよ．

(1) k の値を求め，
#»

x ,
#»

y を，
#»

a と
#»

b を用いてそれぞ

れ表せ．

(2)
#»

a と
#»

b のなす角を θ とするとき，cos θ の値を求

めよ．

(3)
#»

a と
#»

x の内積を求めよ．

(16 宮崎大 医 5)

【答】

(1) k =

√
5− 1
2

，
#»
x =

√
5 + 1
2

(
#»

b − #»
a )，

#»
y =

#»

b −
√
5 + 1
2

#»
a

(2) cos θ =

√
5 + 1
4

(3)
#»
a · #»

x = 1
2

【解答】

(1) 正五角形 OABCDにおいて OB // DCであることから，
#   »
DC = k

#»

b (k は実数)とおくと

き，
#»
a ,

#»

b ,
#»
x ,

#»
y のとり方から，k は正の実数であり

#»
x − #»

y = k
#»

b …… 1⃝

である．同じく，
#   »
AB = k

#»
x，

#    »
OD = k

#   »
ACであり

#»

b − #»
a = k

#»
x …… 2⃝

#»
y = k(

#»
x − #»

a ) …… 3⃝

が成り立つ． 2⃝, 3⃝より
#»
x = 1

k

#»

b − 1
k

#»
a (∵ k \= 0)

#»
y = (

#»

b − #»
a )− k

#»
a =

#»

b − (k + 1)
#»
a

であり，これらを 1⃝に代入すると(
1
k

#»

b − 1
k

#»
a
)
−

(
#»

b − (k + 1)
#»
a
)
= k

#»

b(
− 1

k
+ k + 1

)
#»
a +

(
1
k

− k − 1
)

#»

b =
#»
0(

1
k

− k − 1
)
(

#»

b − #»
a ) =

#»
0

#»

b − #»
a =

#   »
AB \=

#»
0 より

1
k

− k − 1 = 0

∴ k2 + k − 1 = 0 (∵ k \= 0)

k > 0より

k =

√
5 − 1
2

……（答）

である．
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よって

#»
x = 1

k

( #»

b − #»
a
)
= 2√

5− 1

( #»

b − #»
a
)
=

√
5 + 1
2

( #»

b − #»
a
)

……（答）

#»
y =

#»

b − (k + 1)
#»
a =

#»

b −
( √

5− 1
2

+ 1

)
#»
a =

#»

b −
√
5 + 1
2

#»
a ……（答）

である．

• 円周角の定理より，右図を得る．ここで，•は O

A

B C

D

#»
a

#»
b #»

x

#»
y

k
#»
b

• • •

•• ••

E

△OBCの内角の総和
5

= 180◦

5
= 36◦

である．線分 OCと BDの交点を Eとおくと

△BCE ∽ △OBC

であり，|k #»

b | = 1より | #»

b | = 1
k
である．BC = BE =

EOであることに注意すると

OB : BC = BC : CE

1
k

: 1 = 1 :
(
1
k

− 1
)

1
k

(
1
k

− 1
)
= 1

∴ k2 + k − 1 = 0

以下，解答と同じ．

(2) AB = 1より

| #»

b − #»
a | = 1

| #»

b |2 − 2
#»
a · #»

b + | #»
a |2 = 1

1
k2 − 2× 1× 1

k
× cos θ + 1 = 1

(
∵ |k #»

b | = 1 より | #»

b | = 1
k

)
∴ cos θ = 1

2k
= 1√

5− 1
=

√
5 + 1
4

……（答）

である．

• △OAB において余弦定理を用いてもよい．

| #»

b | = 1
k

=

√
5 + 1
2

に注意すると

cos θ =
| #   »
OA|2 + | #   »

OB|2 − | #   »
AB|2

2| #   »
OA|| #   »

OB|
=

12 +

( √
5 + 1
2

)2

− 12

2×
√
5 + 1
2

× 1

=

√
5 + 1
4

(3) | #»
x | = | #»

b | = 1
k
に注意すると

#»
a · #»

x = 1× 1
k

× cos 2θ = 1
k
(2 cos2 θ − 1)

=

√
5 + 1
2

(
3 +

√
5

4
− 1

)
(∵ (1), (2)))

=
(
√
5 + 1)(

√
5− 1)

8

= 1
2

……（答）

である．
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• | #   »
AC| = 1

k
に着目してもよい．

| #»
x − #»

a |2 = 1
k2

| #»
x |2 − 2

#»
a · #»

x + | #»
a |2 = 1

k2

| #»
x | = 1

k
, | #»

a | = 1 であるから

1
k2 − 2

#»
a · #»

x + 1 = 1
k2 ∴ #»

a · #»
x = 1

2


