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一辺の長さが
√
3の正三角形ABCを考える．重心をGとする．動点Xは．三角形

ABCの 3つの頂点と重心 Gの 4つの点の間を移動する．動点 Xは最初に頂点 Aに

位置している．1回目の移動で他の 3つの点のいずれかを等しい確率 1
3
で訪れる．2

回目以降も同様とする．n回目の移動後の動点 Xの位置を観察する．n回目の移動後

に 3点 X，C，Gがつくる図形の面積を Snとする．すなわち，X，C，Gが三角形を

つくるときは Sn > 0であり，X，C，Gが同一直線上にあるときは Sn = 0である．

ただし nは自然数とする．

(1) 1回目の移動でつくられる図形の面積 S1と Snが常に同じになる確率 Pnを nを

用いて表せ．

(2) n ≧ 3とする．動点 Xが常に XG = 1を満たし．かつ 3点 A，B，Cすべてを少

なくとも 1回は訪れている確率を Qn とする．Qn > Pn となることを示せ．ただ

し，最初にいる頂点 Aは訪れた頂点として考えない．

(17 青森公立大 4)

【答】

(1)
(
1
3

)n−1

(2) 略

【解答】

(1) 三角形 ABC は正三角形であるから重心 G は外心でも
A

B C

G

√
3

1

あり，正弦定理より

GA(= GB = GC) = AB
2 sin 60◦

=

√
3

2 ·
√
3
2

= 1

である．
1回目の移動後 Xは B, C, Xのいずれかに訪れる．こ

のときつくられる図形の面積 S1 は

X = Bのとき，S1 = 1
2

· 12 sin 120◦ =

√
3
4

X = C, Gのとき，S1 = 0

である．
S1 と Sn が常に同じになるのは，Xの移動が

A(最初) ##» B ##» A ##» B ##» A ##» · · · (B, Aの移動を繰り返す)

A(最初) ##» C ##» G ##» C ##» G ##» · · · (C, Gの移動を繰り返す)

A(最初) ##» G ##» C ##» G ##» C ##» · · · (G, Cの移動を繰り返す)

のいずれかのときである．これらは排反であり，Xは 1回目の移動で他の 3つの点のいずれ

かを等しい確率 1
3
で訪れるから，S1 と Sn が常に同じになる確率 Pn は

Pn = 3×
(
1
3

)n

=
(
1
3

)n−1

……（答）

である．



2

(2) n ≧ 3のとき，動点 Xが常に XG = 1を満たし，かつ 3点 A，B，Cすべてを少なくとも
1回は訪れる確率は，動点 Xが常に A, B, Cのいずれかを訪れる確率から A，B，Cのう
ちの 2点のみを訪れる確率を除けばよい．最初にいる頂点 Aは訪れた頂点として考えないか
ら，除く Xの移動は

A(最初) ##» B ##» A ##» B ##» A ##» · · · (B, Aの移動を繰り返す)

A(最初) ##» B ##» C ##» B ##» C ##» · · · (B, Cの移動を繰り返す)

A(最初) ##» C ##» A ##» C ##» A ##» · · · (C, Aの移動を繰り返す)

A(最初) ##» C ##» B ##» C ##» B ##» · · · (C, Bの移動を繰り返す)

のときである．これらは排反であるから

Qn =
(
2
3

)n

− 4×
(
1
3

)n

である．これより

Qn − Pn =
{(

2
3

)n

− 4×
(
1
3

)n}
− 3×

(
1
3

)n

= (2n − 7)
(
1
3

)n

≧ (23 − 7)
(
1
3

)n

(∵ n ≧ 3)

=
(
1
3

)n

> 0

が成り立つ．よって，n ≧ 3のとき

Qn > Pn

となる．． …… (証明終わり)


