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f(x) = x2 + x+ 105 とおく．数列 {an} を

a1 = 52, an+1 = f(an) (n = 1, 2, 3, · · ·)

で定める．このとき，次の問いに答えよ．

(1) x が 7 で割ると 3 余るような整数のとき，f(x) を 7 で割った余りは 5 であるこ

とを示せ．

(2) n > 4 のとき，an は 7 の倍数であることを示せ．

(3) n > 4 のとき，an を 5 で割ったときの余りを求めよ．

(4) n > 4 のとき，an+1 と an の最大公約数は 21 に等しいことを示せ．
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【答】

(1) 略
(2) 略
(3) n が奇数のとき 2，n が偶数のとき 1

(4) 略

【解答】

(1) x ≡ 3 (mod 7) のとき

f(x) = x2 + x+ 105

≡ 32 + 3 + 0 (mod 7)

= 12

≡ 5 (mod 7)

よって，x が 7で割ると 3余るような整数のとき，f(x)を 7で割った余りは 5である．
…… (証明終わり)

(2) 105 ≡ 0 (mod 7)より

an+1 ≡ an
2 + an (mod 7) (n = 1, 2, 3, · · ·)

であり，7を法として

a1 = 52 ≡ 3,

a2 ≡ 32 + 3 = 12 ≡ 5,

a3 ≡ 52 + 5 = 30 ≡ 2,

a4 ≡ 22 + 2 = 6,

a5 ≡ 62 + 6 = 42 ≡ 0,

a6 ≡ 02 + 0 ≡ 0

である．an ≡ 0 (mod 7)と仮定すると

an+1 ≡ 02 + 0 ≡ 0 (mod 7)

であるから，数学的帰納法により n ≧ 5 ならば an ≡ 0 (mod 7) である．
よって，n > 4 のとき，an は 7の倍数である． …… (証明終わり)
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(3) 105 ≡ 0 (mod 5)より

an+1 ≡ an
2 + an (mod 5) (n = 1, 2, 3, · · ·)

より，5を法として

a1 = 52 ≡ 2,

a2 ≡ 22 + 2 = 6 ≡ 1,

a3 ≡ 12 + 1 = 2

と順に求められ，以降 1と 2を繰り返す．
よって，an を 5で割ったときの余りは{

nが奇数のとき 2

nが偶数のとき 1
……（答）

である．
(4) an+1 = an(an + 1) + 105

an+1 と an の最大公約数は，ユークリッドの互除法により，an と 105 (= 3 · 5 · 7) の最大
公約数に等しい．
(2)，(3)より，n > 4のとき，an は 7の倍数であるが 5の倍数ではないから，n > 4の
ときの an の 3で割ったときの余りを調べる．
105 ≡ 0 (mod 3)より

an+1 ≡ an
2 + an (mod 3) (n = 1, 2, 3, · · ·)

であり，3を法として

a1 = 52 ≡ 1,

a2 ≡ 12 + 1 = 2,

a3 ≡ 22 + 2 ≡ 0,

a4 ≡ 02 + 0 ≡ 0

と順に求められ，数学的帰納法により

n ≧ 3のとき, a4 ≡ 0 (mod 3)

すなわち，n ≧ 3 のとき an は 3の倍数である．
以上より，n > 4のとき，an は 7と 3の倍数であるが 5の倍数ではない．
7 と 3 は互いに素であるから，n > 4 のとき，an+1 と an の最大公約数は 21 に等し
い． …… (証明終わり)


