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実数 t に対して

P (x) = x3 − 2tx2 + (2t2 + 2t+ 1)x− t(t+ 1)2

とする．x についての方程式 P (x) = 0 が異なる 3つの実数解 α, β, γ をもつとき，

次の問いに答えよ．

(1) P (t) の値を求めよ．

(2) t のとり得る値の範囲を求めよ．

(3) t が (2)で求めた範囲を動くとき，α3 + β3 + γ3 − 3αβγ のとり得る値の範囲を

求めよ．
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【答】

(1) 0

(2) −2 < t < −1 または −1 < t < − 2
3

(3) −2− 2
√
2 ≦ α3 + β3 + γ3 − 3αβγ < −2 または −2 < α3 + β3 + γ3 − 3αβγ < − 4
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【解答】
P (x) = x3 − 2tx2 + (2t2 + 2t+ 1)x− t(t+ 1)2 (tは実数) …… 1⃝

(1) 1⃝より

P (t) = t3 − 2t3 + (2t3 + 2t2 + t)− (t3 + 2t2 + t)

= 0 ……（答）

(2) (1)より，P (x) は x− t を因数にもつ．P (x)を x− tで割ると

P (x) = (x− t){x2 − tx+ (t+ 1)2}

Q(x) = x2 − tx+ (t+ 1)2 とおき，Q(x) = 0の判別式を D とすると，P (x) = 0 が相異な
る 3つの実数解 α, β, γ をもつための条件は

Q(x) = 0が t以外の異なる 2つの実数解をもつ

⇐⇒

{
D > 0

Q(t) \= 0

⇐⇒

{
t2 − 4(t+ 1)2 > 0

(t+ 1)2 \= 0

⇐⇒

{
−(t+ 2)(3t+ 2) > 0

t \= −1

∴ −2 < t < −1 または − 1 < t < − 2
3

……（答）
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(3) α, β, γ は P (x) = 0 の異なる 3つの実数解である．α3 + β3 + γ3 − 3αβγ の対称性より，
α = tで，β, γ は Q(x) = 0 の異なる 2つの実数解であるとしてよい．

α3 + β3 + γ3 − 3αβγ

=t3 + (β + γ)3 − 3βγ(β + γ)− 3tβγ

=t3 + t3 − 3(t+ 1)2t− 3t(t+ 1)2 (∵ 解と係数の関係)

=2t3 − 6t(t2 + 2t+ 1)

=− 4t3 − 12t2 − 6t

f(t) = −4t3 − 12t2 − 6t とおくと

f ′(t) = −12t2 − 24t− 6 = −6(2t2 + 4t+ 1)

2t2 + 4t+ 1 = 0 の 2つの解は t =
−2±

√
2

2
である．

−2 <
−2−

√
2

2
< −1, − 2

3
<

−2 +
√
2

2

であり

f(−2) = −4, f(−1) = −2, f
(
− 2

3

)
= − 4
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であるから，(2)の範囲での増減表は次のようになる．

t (−2) · · · −2−
√
2

2
· · · (−1) · · ·

(
− 2

3

)
f ′(t) − 0 + +

f(t) (−4) (−2)
(
− 4

27

)
また，極小値 f

(
−2−

√
2

2

)
は

f(t) = −(2t2 + 4t+ 1)(2t+ 2) + 4t+ 2

より

f

(
−2−

√
2

2

)
= 4 · −2−

√
2

2
+ 2 = −2− 2

√
2

よって，tが (2)の範囲を動くとき，α3 + β3 + γ3 − 3αβγ のとり得る値の範囲は

−2 − 2
√
2 ≦ α3 + β3 + γ3 − 3αβγ < −2

または

−2 < α3 + β3 + γ3 − 3αβγ < − 4
27

……（答）

である．

• α3 + β3 + γ3 − 3αβγ については，次のようにして tで表してもよい．公式より

α3 + β3 + γ3 − 3αβγ

=(α+ β + γ)(α2 + β2 + γ2 − αβ − βγ − γα)

=(α+ β + γ){(α+ β + γ)2 − 3(αβ + βγ + γα)}
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と変形される．α, β, γ は P (x) = 0 の 3つの解であり，解と係数の関係より{
α+ β + γ = 2t

αβ + βγ + γα = 2t2 + 2t+ 1

であるから

α3 + β3 + γ3 − 3αβγ

=2t{4t2 − 3(2t2 + 2t+ 1)}

=2t(−2t2 − 6t− 3)

=− 4t3 − 12t2 − 6t


