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次の問いに答えよ．

(1) x > 0 の範囲で不等式

x− x2

2
< log(1 + x) < x√

1 + x

が成り立つことを示せ．

(2) x が x > 0 の範囲を動くとき，

y = 1
log(1 + x)

− 1
x

のとりうる値の範囲を求めよ．

(18 大阪大 理系 1)

【答】

(1) 略

(2) 0 < y < 1
2

【解答】

x− x2

2
< log(1 + x) < x√

1 + x
(x > 0) …… 1⃝

(1) f(x) = log(1 + x)−
(
x− x2

2

)
(x > 0) とおく．

f ′(x) = 1
1 + x

− (1− x) = x2

1 + x
> 0 (∵ x > 0)

f(x)は増加関数で，f(0) = 0 であるから，x > 0 で f(x) > 0 である．

したがって，x > 0 で x− x2

2
< log(1 + x) …… 2⃝ が成り立つ．

次に g(x) = x√
1 + x

− log(1 + x) (x > 0) とおくと

g′(x) = 1
1 + x

(√
1 + x− x

2
√
1 + x

)
− 1

1 + x

=
x+ 2− 2

√
1 + x

2(1 + x)
√
1 + x

=
(
√
1 + x− 1)2

2(1 + x)
√
1 + x

> 0 (∵ x > 0)

g(x) は増加関数で，g(0) = 0 であるから，x > 0 で g(x) > 0 である．

したがって，x > 0 で log(1 + x) < x√
1 + x

…… 3⃝が成り立つ．

以上， 2⃝， 3⃝から 1⃝は成り立つ． …… (証明終わり)
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(2) h(x) = 1
log(1 + x)

− 1
x

(x > 0) とおくと

h′(x) = − 1
{log(1 + x)}2

· 1
1 + x

+ 1
x2

=
(1 + x){log(1 + x)}2 − x2

x2(1 + x){log(1 + x)}2

= 1
x2{log(1 + x)}2

{
log(1 + x) + x√

1 + x

}{
log(1 + x)− x√

1 + x

}
3⃝より log(1 + x) − x√

1 + x
< 0 だから h′(x) < 0である．よって h(x) は減少関数であ

る．また， lim
x→∞

h(x) = 0である．

次に， lim
x→+0

h(x)を求める．

0 < x < 2 のとき 1⃝の各値は正であるから
√
1 + x
x

< 1
log(1 + x)

< 2
x(2− x)

√
1 + x
x

− 1
x

< 1
log(1 + x)

− 1
x

< 2
x(2− x)

− 1
x

1√
1 + x+ 1

< 1
log(1 + x)

− 1
x

< 1
2− x

すなわち，0 < x < 2 のとき

1√
1 + x+ 1

< h(x) < 1
2− x

である．このとき

lim
x→+0

1√
1 + x+ 1

= 1
2
, lim

x→+0

1
2− x

= 1
2

であり，はさみうちの原理により

lim
x→+0

h(x) = 1
2

である．以上より y = 1
log(1 + x)

− 1
x

(x > 0) のとりうる値の範囲は

0 < y < 1
2

……（答）


