
1

関数 f(x) を

f(x) = x+

∫ x

1

log t dt (x > 0)

で定める．ただし，対数は自然対数とする．次の問いに答えよ．

(1) a > 1 のとき，次の不等式を証明せよ．

f(a)− f(a− 1) < 1 + log a

(2) n を 2以上の自然数とするとき，次の不等式を証明せよ．ただし，e は自然対数

の底とする．

e
(
n
e

)n

< n!
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【答】

(1) 略
(2) 略

【解答】

f(x) = x+

∫ x

1

log t dt (x > 0) …… 1⃝

(1) 1⃝より

f(a)− f(a− 1) =

(
a+

∫ a

1

log t dt

)
−

(
a− 1 +

∫ a−1

1

log t dt

)
= 1 +

∫ a

a−1

log t dt

a > 1のときは，(0 <)a− 1 ≦ t ≦ a である．関数 y = log t (t > 0) は単調増加な関数であ
るから

log(a− 1) ≦ log t ≦ log a

であり ∫ a

a−1

log t dt <

∫ a

a−1

log a dt = log a

である．よって

f(a)− f(a− 1) < 1 + log a …… 2⃝ …… (証明終わり)

が成り立つ．
(2) 2⃝は a = 2, 3, · · · , n でも成り立つから

n∑
a=2

{f(a)− f(a− 1)} <
n∑

a=2

(1 + log a)

f(n)− f(1) < (n− 1) + (log 2 + log 3 + · · ·+ logn)

∴ f(n)− f(1) < n− 1 + log(n!) …… 3⃝



2

ここで， 1⃝より

f(n) = n+

∫ n

1

log t dt = n+

[
t log t

]n

1

−
∫ n

1

t · 1
t
dt

= n+ n logn− (n− 1)

= n logn+ 1

f(1) = 1 + 0 = 1

不等式 3⃝に代入すると，n ≧ 2 のとき

(n logn+ 1)− 1 < n− 1 + log(n!)

n(logn− 1) + 1 < log(n!)

n log n
e

+ log e < log(n!)

log e
(
n
e

)n

< log(n!)

∴ e
(
n
e

)n

< n! …… (証明終わり)


