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N は 3以上の自然数とする．次の問いに答えよ．

(1) 3, 5, 8から重複を許して N 個取って並べる順列 a1, a2, · · · , aN−1, aN のう

ち，等式
N∑

n=1
an = 3N + 2 を満たすものは何通りあるか.

(2) 3, 5, 8から重複を許して N 個取って並べる順列 a1, a2, · · · , aN−1, aN のう

ち，不等式
N∑

n=1
an ≦ 3N + 5 を満たすものは何通りあるか．

(3) 3, 5, 8から重複を許して N 個取って並べる順列 a1, a2, · · · , aN−1, aN のう

ち，次の 2つの不等式をともに満たすものは何通りあるか．
N−1∑
n=1

an ≦ 3N + 1,
N∑

n=1
an ≧ 3N + 6
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【答】

(1) N 通り

(2) 1
2
(N + 1)(N + 2) 通り

(3) (N − 1)2 通り

【解答】

SN =
N∑

n=1

an とおく．

(1) SN = 3N + 2 となるのは，N − 1個の 3と 1個の 5を取って並べる順列であるから

N !
(N − 1)!1!

= N (通り) ……（答）

(2) SN ≧ 3N だから，条件を満たす SN の範囲は

3N ≦ SN ≦ 3N + 5

SN = 3N となるのはすべてが 3の順列のときであり，この順列の 1つの 3を 5に代える
と SN は 2増え，8に代えると 5増えるから，SN は

3N, 3N + 2, 3N + 4, 3N + 5

のいずれかである．

( i ) SN = 3N となるのは，すべてが 3の順列のときであり

1通り

(ii) SN = 3N + 2 となるのは，(1)より

N 通り

(iii) SN = 3N + 4 となるのは，N − 2個の 3と 2個の 5を取って並べる順列であるから

N !
(N − 2)!2!

=
N(N − 1)

2
通り

(iv) SN = 3N + 5 となるのは，N − 1 個の 3と 1個の 8を取って並べる順列であるから

N !
(N − 1)!1!

= N 通り



2

以上から，SN ≦ 3N + 5 となる順列は

1 +N +
N(N − 1)

2
+N

= 1
2
(N2 + 3N + 2)

= 1
2
(N + 1)(N + 2) (通り) ……（答）

(3) SN−1 ≧ 3(N − 1) だから，SN−1 ≦ 3N + 1を満たす SN は

3(N − 1) ≦ SN−1 ≦ 3N + 1

(2)と同様に考えると，SN−1 は

3(N − 1), 3(N − 1) + 2, 3(N − 1) + 4(= 3N + 1)

( i ) SN−1 = 3(N − 1) となる順列は 1通り．
さらに，SN ≧ 3N + 6 となる aN は存在しない．

(ii) SN−1 = 3(N − 1) + 2 となる順列は

(N − 1)!

(N − 2)!1!
= N − 1 通り

さらに，SN ≧ 3N + 6 となる aN は aN = 8 の 1通りである．
(iii) SN−1 = 3(N − 1) + 4(= 3N + 1) となる順列は

(N − 1)!

(N − 3)!2!
=

(N − 1)(N − 2)

2
通り

さらに，SN ≧ 3N + 6 となる aN は aN = 5, 8 の 2通り．

よって，SN−1 ≦ 3N + 1 かつ SN ≧ 3N + 6 となる順列は

(N − 1)× 1 +
(N − 1)(N − 2)

2
× 2 = (N − 1)2 (通り) ……（答）


