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0 でない 2つの整式 f(x), g(x) が以下の恒等式を満たすとする．

f(x2) = (x2 + 2)g(x) + 7

g(x3) = x4f(x)− 3x2g(x)− 6x2 − 2

以下の問いに答えよ．

(1) f(x) の次数と g(x) の次数はともに 2以下であることを示せ．

(2) f(x) と g(x) を求めよ．

(19 九州大 理系 2)

【答】

(1) 略

(2) f(x) = x2 + 3，g(x) = x2 − 2

【解答】
f(x2) = (x2 + 2)g(x) + 7 …… 1⃝

g(x3) = x4f(x)− 3x2g(x)− 6x2 − 2 …… 2⃝

(1) 0でない整式 f(x), g(x)の次数をそれぞれm, nとおく．m, nは 0以上の整数である．
1⃝， 2⃝における両辺の次数を比較すると{

2m = n+ 2

3n ≦ max {m+ 4, n+ 2, 2}

⇐⇒

{
2m = n+ 2

3n ≦ max {m+ 4, n+ 2}

⇐⇒

{
n = 2m− 2 …… 3⃝
6m− 6 ≦ max {m+ 4, 2m} …… 4⃝

これより

4⃝ ⇐⇒「6m− 6 ≦ m+ 4」または「6m− 6 ≦ 2m」

∴ 「m ≦ 2」または「m ≦ 3
2
」

よって，m ≦ 2である．このとき， 3⃝より n ≦ 2× 2− 2 = 2

以上より，f(x) の次数mと g(x) の次数 nはともに 2以下である． …… (証明終わり)

• 背理法を用いる．m ≧ 3または n ≧ 3と仮定する．

n ≧ 3とすると， 3⃝よりm = n+ 2
2

≧ 5
2
なので，m ≧ 3のときを考えればよい．

(6m− 6)− (m+ 4) = 5m− 10 ≧ 5× 3− 10 = 5 > 0

(6m− 6)− 2m = 4m− 6 ≧ 4× 3− 6 = 6 > 0

いずれのときも 4⃝に反する．
よって，f(x) の次数mと g(x) の次数 nはともに 2以下である．
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(2) 1⃝， 2⃝において x = 0とおくと{
f(0) = 2g(0) + 7

g(0) = −2

∴ f(0) = 3, g(0) = −2

(1)の結果とあわせると，定数 a, b, c, dを用いて

f(x) = ax2 + bx+ 3

g(x) = cx2 + dx− 2

とおくことができる．このとき

1⃝ ⇐⇒ ax4 + bx2 + 3 = (x2 + 2)(cx2 + dx− 2) + 7

∴ ax4 + bx2 + 3 = cx4 + dx3 + (2c− 2)x2 + 2dx+ 3

これが恒等的に成り立つから，係数を比較して
a = c

d = 0

b = 2c− 2

…… (∗)

また

2⃝ ⇐⇒ cx6 + dx3 − 2 = x4(ax2 + bx+ 3)− 3x2(cx2 + dx− 2)− 6x2 − 2

∴ cx6 + dx3 − 2 = ax6 + bx5 + (3− 3c)x4 − 3dx3 − 2

これが恒等的に成り立つから，係数を比較して
c = a

b = 0

3− 3c = 0

d = −3d

∴


a = c

b = 0

c = 1

d = 0

…… (∗∗)

(∗∗)より

a = c = 1 かつ b = d = 0

であり，これは (∗)を満たす．
以上より

f(x) = x2 + 3, g(x) = x2 − 2 ……（答）


