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実数を係数にもつ整式 A(x) を x2 + 1 で割った余りとして得られる整式を [A(x)]

と表す．

(1)
[
2x2 + x+ 3

]
,
[
x5 − 1

]
,
[[
2x2 + x+ 3

] [
x5 − 1

]]
をそれぞれ求めよ．

(2) 整式 A(x)，B(x) に対して，次の等式が成り立つことを示せ．

[A(x)B(x)] = [[A(x)] [B(x)]]

(3) 実数 θ に対して，次の等式が成り立つことを示せ．[
(x sin θ + cos θ)2

]
= x sin 2θ + cos 2θ

(4) 次の等式を満たす実数 a, b の組 (a, b) をすべて求めよ．[
(ax+ b)4

]
= −1

(19 東北大 理系 4)

【答】

(1)
[
2x2 + x+ 3

]
= x+ 1，

[
x5 − 1

]
= x− 1，

[[
2x2 + x+ 3

] [
x5 − 1

]]
= −2

(2) 略
(3) 略

(4) (a, b) =

(
1√
2
, ± 1√

2

)
,

(
− 1√

2
, ± 1√

2

)

【解答】

(1) x2 + 1による割り算を実行すると

2x2 + x+ 3 = (x2 + 1) · 2 + x+ 1,

x5 − 1 = (x2 + 1)(x3 − x) + x− 1

であるから [
2x2 + x + 3

]
= x + 1, ……（答）[

x5 − 1
]
= x − 1 ……（答）

である．これより[
2x2 + x+ 3

] [
x5 − 1

]
= (x+ 1)(x− 1) = x2 − 1 = (x2 + 1) · 1− 2

であり [[
2x2 + x + 3

] [
x5 − 1

]]
= −2 ……（答）

である．
(2) 整式 A(x), B(x)を x2 + 1で割ったときの商をそれぞれ P (x), Q(x)とおくと

A(x) = (x2 + 1)P (x) + [A(x)]

B(x) = (x2 + 1)Q(x) + [B(x)]

であるから

A(x)B(x)

=
{
(x2 + 1)P (x) + [A(x)]

}{
(x2 + 1)Q(x) + [B(x)]

}
=(x2 + 1)

{
(x2 + 1)P (x)Q(x) + P (x) [B(x)] +Q(x) [A(x)]

}
+ [A(x)] [B(x)]
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したがって

[A(x)B(x)] = [[A(x)] [B(x)]]

が成り立つ． …… (証明終わり)

(3) (x sin θ + cos θ)2 = x2 sin2 θ + 2x sin θ cos θ + cos2 θ

= (x2 + 1) sin2 θ + 2x sin θ cos θ + cos2 θ − sin2 θ

= (x2 + 1) sin2 θ + x sin 2θ + cos 2θ

したがって [
(x sin θ + cos θ)2

]
= x sin 2θ + cos 2θ

が成り立つ． …… (証明終わり)

(4) 整式 (ax+ b)4 を x2 + 1で割ったときの商を p(x)とすると，
[
(ax+ b)4

]
= −1より

(ax+ b)4 = (x2 + 1)p(x)− 1

であり，x = iを代入すると

(ai+ b)4 = −1 …… ア⃝

である．a, bは実数であるから，両辺の絶対値をとると(√
a2 + b2

)4

= 1 ∴ a2 + b2 = 1

a = sin θ, b = cos θ (0 ≦ θ < 2π)とおくことができるから …… イ⃝[
(ax+ b)4

]
=

[
(x sin θ + cos θ)2(x sin θ + cos θ)2

]
=

[[
(x sin θ + cos θ)2

] [
(x sin θ + cos θ)2

]]
(∵ (2))

= [(x sin 2θ + cos 2θ)(x sin 2θ + cos 2θ)] (∵ (3))

=
[
(x sin 2θ + cos 2θ)2

]
= x sin 4θ + cos 4θ (∵ (3))

であり [
(ax+ b)4

]
= −1 ⇐⇒ x sin 4θ + cos 4θ = −1

これが xについて恒等的に成り立つから，係数を比較して{
sin 4θ = 0

cos 4θ = −1
…… ウ⃝

0 ≦ θ < 2π より 0 ≦ 4θ < 8π であり

4θ = π, 3π, 5π, 7π

∴ θ = π
4
, 3π

4
, 5π

4
, 7π

4

よって

(a, b) =

(
1√
2
, ± 1√

2

)
,

(
− 1√

2
, ± 1√

2

)
……（答）

である．
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• a, bを sin θ, cos θ で表さずに ((3)を用いずに)，(2)と割り算のみで処理することも
できる．

(ax+ b)2 = a2x2 + 2abx+ b2

= (x2 + 1) · a2 + 2abx+ b2 − a2

より [
(ax+ b)2

]
= 2abx+ b2 − a2 …… ア⃝

であり，(2)を用いると[
(ax+ b)4

]
=

[
(ax+ b)2(ax+ b)2

]
=

[[
(ax+ b)2

] [
(ax+ b)2

]]
(∵ (2))

=
[
(2abx+ b2 − a2)(2abx+ b2 − a2)

]
(∵ ア⃝)

=
[
(2abx+ b2 − a2)2

]
ア⃝において，a, bをそれぞれ 2ab, b2 − a2 とみると[

(ax+ b)4
]
= 2(2ab)(b2 − a2)x+ (b2 − a2)2 − (2ab)2

= 4ab(b2 − a2)x+ b4 − 6a2b2 + a4

したがって [
(ax+ b)4

]
= −1 ⇐⇒ 4ab(b2 − a2)x+ b4 − 6a2b2 + a4 = −1

これが xについて恒等的に成り立つから，係数を比較して{
ab(b2 − a2) = 0 …… イ⃝
b4 − 6a2b2 + a4 = −1 …… ウ⃝

イ⃝より a = 0 または b = 0 または b2 = a2 である．
a = 0のとき， ウ⃝は b4 = −1となる．これは bが実数であることに反する．
b = 0のとき， ウ⃝は a4 = −1となる．これは aが実数であることに反する．
b2 = a2 のとき， ウ⃝は −4a4 = −1となる．

∴ a = ± 1√
2
このとき b = ± 1√

2
(複号任意)

すなわち

(a, b) =

(
1√
2
, ± 1√

2

)
,

(
− 1√

2
, ± 1√

2

)
である．

• イ⃝より ア⃝は

(cos θ + i sin θ)4 = −1

であり，ド・モアブルの定理より

cos 4θ + i sin 4θ = −1

である．これにより ウ⃝を得る．以下，【解答】と同じである．


