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a, b, c は実数とする．次の命題が成立するための，a と c がみたすべき必要十分

条件を求めよ．さらに，この (a, c) の範囲を図示せよ．

命題：すべての実数 b に対して，ある実数 x が不等式 ax2 + bx+ c < 0 をみたす．

(19 京都大 文 3)

【答】 a < 0 または
{
a ≧ 0

c < 0
，図は略．

【解答】
f(x) = ax2 + bx+ c とし，

命題：「すべての実数 b に対して，ある実数 x が不等式 ax2 + bx+ c < 0 をみたす」を (∗)で
表す．

( i ) a < 0 の場合
y = f(x) のグラフは上に凸の放物線だから，すべての実数 bに対して，十分大きな xを

とると，不等式 f(x) < 0をみたす．すなわち，(∗)をみたす．
(ii) a = 0 の場合

y = f(x) = bx+ c のグラフは傾き bの直線である．
b < 0 のときは，十分大きな xをとると，不等式 f(x) < 0をみたす．
b > 0 のときは，十分小さな xをとると，不等式 f(x) < 0をみたす．
b = 0 のときは，y = f(x) = cであり，「ある実数 xが不等式 f(x) < 0をみたす」ための条
件は c < 0である．
以上より，(∗)であるための条件は c < 0である．

(iii) a > 0 の場合
y = f(x) のグラフは下に凸の放物線である．

f(x) = a
(
x+ b

2a

)2

− b2 − 4ac
4a

であり，最小値に着目すると

(∗) ⇐⇒すべての実数 bに対して, − b2 − 4ac
4a

< 0が成り立つ

⇐⇒すべての実数 bに対して, b2 − 4ac > 0が成り立つ (∵ a > 0)

⇐⇒ − 4ac > 0 (∵ b2 ≧ 0)

∴ c < 0 (∵ a > 0)
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以上，( i )，(ii)，(iii)をまとめると，求める必要十分条件は

a < 0 または
{
a ≧ 0

c < 0

である．これを ac 平面に図示すると右の斜線部分となる．
ただし，境界は含まない．


