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実数 xと yが x2 + xy + y2 = 3を満たしながら動くとき，以下の問に答えよ．

(1) t = x+ y, s = xyとおくとき，tがとりうる値の範囲を求めよ．

(2) z = x2 + y2 + 2x+ 2yとするとき，zがとりうる値の範囲を求めよ．また，zの

最大値と最小値を与える x, yの値をそれぞれ求めよ．

(19 西南学院大 文系 3)

【答】

(1) −2 ≦ t ≦ 2

(2) −2 ≦ z ≦ 7，(x, y) = (−1, 2), (2, −1) のとき最大値 7，(x, y) = (−1, −1)のとき最
小値 −2

【解答】
x2 + xy + y2 = 3 …… 1⃝

(1) t = x+ y, s = xy より x, y は 2次方程式

X2 − tX + s = 0 …… 2⃝
の解であり，解 x, y が実数であるための条件は，( 2⃝ の判別式) ≧ 0，すなわち

(−t)2 − 4s ≧ 0 ∴ t2 − 4s ≧ 0 …… 3⃝

である．また， 1⃝を t, sで表すと

(x+ y)2 − xy = 3

t2 − s = 3 …… 4⃝

となる．「 3⃝ かつ 4⃝」より

t2 − 4(t2 − 3) ≧ 0

− 3(t2 − 4) ≧ 0

∴ −2 ≦ t ≦ 2 ……（答）

である．

• 「 3⃝ かつ 4⃝」を ts平面に図示すると右図の太い
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実線部分となる．

(2) (1) と同様に，t = x+ y, s = xy とおくと

−2

−2
2

6

1

7

t

z

O

z = x2 + y2 + 2x+ 2y

= (x+ y)2 − 2xy + 2(x+ y)

= t2 − 2s+ 2t

= t2 − 2(t2 − 3) + 2t (∵ 4⃝)

= −t2 + 2t+ 6

= −(t− 1)2 + 7

となる．(1) より t は −2 ≦ t ≦ 2 の範囲を動くから，z

のとりうる値の範囲は

−2 ≦ z ≦ 7 ……（答）

である．
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また，z が最大値 7となるのは t = 1のときであり，s = 12 − 3 = −2 である．このとき
2⃝は

X2 −X − 2 = 0

(X + 1)(X − 2) = 0

∴ X = −1, 2

zが最小値−2となるのは t = −2のときであり，s = (−2)2−3 = 1 である．このとき 2⃝は

X2 + 2X + 1 = 0

(X + 1)2 = 0

∴ X = −1 (重解)

である．以上より，z は

(x, y) = (−1, 2), (2, −1)のとき, 最大値 7， ……（答）

(x, y) = (−1, −1)のとき, 最小値− 2 ……（答）

をとる．


